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Il pendolo: fisica di un sistema (non) sempli

Premessa

Immergersi nello studio del pendobSY L)X A OS & 02YS | RRSYUNI NBEA yStfl
Sciascia: dietro un nome ingannevole si nasconde la manifestazione di un fenomeno la cui analisi richiede
strumenti matematici complessi e modelli sofisticati. Una storia, quindi, cekendplice ha ben poco.

bStftQ2aO0OAf f | 1 &2aychiusala chideg di lauya pér flazcostruzione di oggetti per definire

f Qdzy AGLt RA YAadzN} RSt (p& Yitdaler oscilldani éreSghIstita esSetvataddad 2 ON
Galileo (il quale a dire il vero estendeva questa proprieta a qualunque ampiezza) e questo rendeva possibile
la definizione di uno strumento dal comportamento regolare e periodico, perfettamente adatto funzionare
comemisurd 2 NS RSA GSYLA® t I NBE OKS DFIfAfS2 2aaSNBI aas
ALRGATT I yR2 fpe BzanBuraRi& battitoI8aytiiaéd b €ome supporto per gli studenti di musica
(metronomo).

Intorno al 1602 Galileo Galilei scopre che esiste una relazione matematica ben definita tra il piiodo
pendoloe la sua lunghezza, ma questa scoperta verra piu tardi ridimensionata da Marsenne che ne limitd
f Q lichbllidk alle sole oscillazioni armonictligpiccola ampiezza.

Nel 1673 accadde qualcosa di rilevante per la storia del pendelaicerche di Christiaan Huygens per la
costruzione di un oraolgio a pendologia cominciate nel 1656 si fusero con un dettagliato trattamento
matematico del fenomeno oscillatorio per dar vital dHorologium Oscillatorium sive de motu

LISY Rdzft 2 NHzY é & v dzSaidi2 Tdz Niadchta ddPasial édractofia adchd db Mu§gets R ¢
sulla ricerca di alcune proprieta della ciclgidea straordinaria curva che svelo la strada per al costruzione

di un pendoloperfettamente isocrono. In queatricerca Huygens dovette far uso di strumenti di calcolo

ydz2 @A S FLIRAAGEYSYGS Ay@SydaldGA LISNI €2 adz2LkRs |
RStfQ2RASNYI 3IS2YSGNAIF RAFFSNBYIT AIFIES OKS NA3IdzZ NRE

al  ySftf Q2aOdafdifuh perddlef @ yA DDENB 2t 2 I LIRaaAoAtAldL RA
vdzSaildz2 aidNXzySyid2 Llzs | yOKS S&aSNB dziAft AT T G2 LISNI
oscilla come osservo Robert Hooke nel 1666. Ancora piu importante fu la scopée@ndricher nel 1671

per cui il pendolmscilla pit lentamente a Cayenna che a Parigi: Huygens interpretd questo risultato come
dzy LINAY2 AYLRNIFIYyGS aS3aylt8 RSttt y2y Ay apphrsal £ A Gt
in tutta la sua completezza solo nel 1851 quando Leon Foucault lascio oscillare un pding8i&g a

distanza di 67 metri dalla cupola del Pantheon di Parigi. In una giornata il piano di oscillazione del pendolo
compiva un moto di precessione in senso orario di circa 270° mettendo in evidenza la rotazione del sistema
GSNNBAGNBD® [ QAYLENIFYyT I RA 1jdzSad2 SALISNRYSyiG2 adal
terrestre costruendaun dispositivo tutto interno al sistema terrestre stesso.

Quando Hooke nel 1679 effettud le sue osservazioni sul persfetico (un pendolaehe pud oscillare in

due distinte direzioni) notd qualcosde sarebbe servito a Newton per stabilire che il moto orbitale dei
LIALFYSGA &A O2YLRYS RA dzy Y232 RA OFRdzil fA0SN} O
tangente alla traiettoriaNewton dimostrd quindi che la ogosizione di questi due moti dava origine ad

orbite chiuse.
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In questo lavoro ho raccolto in modo sistematico le tecniche di indagine classiche del psenhplice e

sferico, separando i diversi approcci formali newtonianordagiano e hamiltoniano. Questi metodi di
AYRIIAYS az2y2 0SSy fdzyda RIEIffQSaaSNS NAR2YRIYGA L
f QF OO0OSy (2 &dz RAODSNHEA cheZppSiind somprethéntart dniiehsdrPlicemard® y R 2 f 3
sovrapposti.

La ricchezza e la varieta dei risultati che possono essere raccolti € straordinaria: la configurazione del
pendoloa A LINBadl Ay Y2R2 ljdzZ- &A yI GdzNF £ S | rhakid@iSdalld Y LI A -
meccanica lagrangiarehamiltonianae la soluzione della sua equazione del métona sfida affascinante.

t SNJ LIAOO2tS 280Atf T A2YyARGR2Q31) dklfl ALAINRSH 2RIMTLIZEORBS/ET TAQ
occupa una posizione di rilevo in tutti i settori della Fisica; per grandi oscillazioni il pelidehda il piu

semplice fra tutti i sistemi nofineari: la sua equazione non & rappresentabile analiticamente e questo
NAOKASRS fQAYLIAS3A2 RSIEA AYydiSaANIEA SttAGGAOAD 9
G623t ASyR2 |tfQSljdza1A2yS RSt Y 2 (bgcopitid (pif gempliceénte 3 Sy S
componenti della velocita non contenute nel piano di oscillazione.

Nella semplice oscillazione di un pendsimasconde un intero universo di indagine che di semplice, a dire
il vero, ha ben poco.

Bisceglie, 37/2008

Gianluca Lovino
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1. Pendolo semplice

Un pendolosemplice e costituito da un filo inestensibiée di massa trascurabile una cui estremita é
vincolata ad un punto fisso mentref QI f G NI § uh S Buntd | matelriaie.
[ QF G NRX o driifgritodl$ofdalthe € Potizza non esteso.

In condizioni di equilibrigil filo € direto secondo la perpendicolare del luogo e la forza pgsbpunto
materiale e equilibrata dalla tensiortl filo.

In uno schema dinamico elementare si studia il moto del penthods&nza di forze di attrito

Se il punto materiale viene spostato dalla posizione di equilierigene lasciato andare (con velocita
iniziale nullao con velocita appartenente al piano contenente la massa e il punto di sospensisse
comincia un moto di oscillazione attorno al punto

fisso che avviene sempre nel medesimo piano.

In questo caso,la tensione del filo e la

componente della forza peshingo la direzione
punto materialecentro di oscillazionelanno la

forza centripeta cheporta il corpo a muoversi
lungo un arcodi circonferenza (perché il filo
inestensibil¢ mentre la componente della forze
peso tangente alla traiettoriacostituisce una
forza d richiamoverso la posiziondi equilbrio.

Tale forzaé massima nel punto di massimi
FfGSTTF S RAYAydzAiaoOs$s
alla posizione di equilibrioQuesto implica che
f QF OO0OSt SNI T A2y S ipassamib
dal punto iniziale del moto al punto di equilibgo
che contestualmente la velocita passi da zero
suo valore massimo tra gli stessi punti.

02 N1J2

Quando il corpo transita attraverso la posizione

equilibrio, la forza di richiamai annulla (in realta Figural: Rappresentazione schematica del pendolo semplice

qui la risultante delle forze & nulla) e il corpe

LINE&S3dzS At &dz2 Y2 (i 2Appeit Mirehifpuntonifeqliitkitalforzadi RiehiargoSsNI A |
AYOSNIS RSGSNNAYIYR2 dzyQl OOSt SNIT A2y S 2Lk &l Ff
corpo diminuisce fino ad annullarsi.

Quando cid accade il corpo ha coperto lo stesso dislivello inizialnaete Il punto di massima atzza é
un punto di inversione del moto.

'Se al corpo si comunica una velocita iniziale, il moto successivo avviene in un piano fisso se la velocita appartiene al
piano individuato dal filo e dal vettof@ In caso contrario, il filo descrive un cono con vertice nel punto fisso.
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Si nota che la traiettorigeguita dal corpo € simmetrica rispetto alla perpendicolare condotta dal centro di
oscillazione Conseguentemente, una volta raggiudtd  LJdzy 62 RA AY @S NA A 2wrSor A f
con le stesse caratteristiche dinamiche e cinematiche gia descritte.

Quando il corpo torna nella condizione inizisiglicecheil pendoloha descrittodzy Q 2 & O kdmplétd. A 2 y' S
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2. Lo schema newtoniano

Se assumiamohe il moto del pendolavvenga in assenza di attriti, le uniche forze agenti sul corpo sono |l
peso e la tensiondel filo.

Risolviamo il problema del motautilizzando |l
y\ secondo principio della dinamica:

]

Gd= a0 b [NEL

8 I moto susseguente avviene in un piano se
t QS@Syiddz £ S @St 20A0¢L AYAT .
individuato dabe da"™® Cio accade perché sussiste
f QA y (S 3t moMentalddlaygRantita di moto
fdzyd2 fQlFaadsS LISNLISYRAO2ft I NE
Detto P il punto materialeWil punto di sospensione
e wil vettore velocita (tangente alla traiettoriai ha
semprell0” "8b= 0.

Infatti se moltiplichiamo la [NE1] perLa quantita
IO~ dsi ottiene:

. Qb - -
LIb™ "D da o L™ daR L™ Qb
con le quantita al secondo membro che si annullano
mg

perchélLl0 ™ "®& perpendicolare sia‘@che ab .

Figu‘ra2: Diagramma di corpo libero

Dunque LI0™ "® ¢d %”z 0.

. LI .
Se ora esaminiamo la quantﬂymaﬁ troviamo che:

dLio” ‘B¢ dlid_ | e 1E - (0218 e Qb 0
dt T odt Qg+ v ’Q‘)¢® Lo Em'(b_

perché% = e cio rende nullo il primo prodotto mist%Qz 0 perché la forza peso & costante nel tempo

S tQdA GAY2 GSNNAYS § ydzZf £ 2 LIS NI dagy=ici ccEdRdbRaned NI | 2
tutto il moto e in particolarell0” "B¢®d= 0 se inizialmented= 0 oppure se inizialmente la velocita
appartiene al piano individuato dal filo e d@

Dalla condizione di inestensibilitiel filo discende che il corpo descrive una traiett@idistanza costante

dal centro di oscillazioneovvero un arco di circonferenza. Una scelta particolarmente vantaggiosa del
sistema di riferimentd  1j dzSt £ I RA Ldzy G NBE f Q2NARIAYS |IR@&ziode | aaA
istantanea del filqquindilungoA £ NJ 33A2 RStfl OAND2yFSNByI 0 § f QI
traiettoria.

Con questa scelta, la proiezione dell&[Nsugli assi e:
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Go= ain—
t 02 [NEZ]
@ =a@os— t ¢ T G "cos— T

A= a'sin—

La configurazione del sistema suggerisce di passare alle variabili angolo per la descrizione del moto. Infatti,
la conoscenza della funziome=qd G 0 OKS NI LIINBaSydlt fQly3z2ft2 F2NNI
di equilibrioverticaleé sufficiente per descrivercompletamente il moto del pendoldunque il pendolo

semplice & un sistema con un solo grado di liherta

Passando daoordinate cartsianea coordinate polari, la [E2] diventa:

a i—2i—= a"Bin—
[NE3]
i i—2 =aos— t
La condizione di inestaibilita i = &= (&iax6Q implica i =i = 0 consentendo una notevole
semplificazione delleNE3] (dopo aver eliminato le masse)
o—= "sin—
[NE4]

[

d&-2 = a"cos— T

Il sistema di equazioni & accoppiataprima equazione risolve il problema del materché restituisce

la funzioneq(t), dalla seconda si possono ottenere infoazioni sulla tensionelel filo solo dopo aver
determinatoq(t). 5 QF £ G4 NI LI NI ST LIZ2LINIKESS vt i0%izysh OO 2 yra@ NNID | & Aldil AXD
una costante del motoQuesto consente di esprimetesolo in funzione dij e delle condizioni iniziali

Infatti da:

1, - 1, ., 2 .
5a -2 adl cos—= 5 4w Gl cos—g
Si ricava:

2= 2 2—“ os—+ 2—“ o
~ COS ~ COS
U 3 3 0
Sostituendo nella [N4] e invertendo pESi ha:

t=a 3os— 2os—+ a d—Uz [NE5]
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3. Analisi degli zeri della funzione di
Welerstrass

Come tutti i sistemi meccanici classici, la soluzien® f £ QS 1j dzI T Adel YehdolRéSdbnteivuga (in2
dzy QSljdz T A2yS RAFFSNBYI ALES RSt a802yR2 2NRAYS

¢
(p))

— "Q— [AW]]
Questa equazione € equivalente al sistema del primo ordine:

6 =0

Quando si e alla ricerca delle caratteristiche formali delle soluziedi della [AW1] & conveniente
F23d20AFNB R Saal f2 adGdzRA2 RStfQSldalAiz2yS RSt LN

2=FK — [AWZ]
detta equazione di Weierstrass

| motivi di questa indagine sono molteplici: in primo luoo— €& una primitiva di2"Q—, infatti
B —=2Q@3)vdzSad2 AYLI AOI OKS 23y A FoM]klaicBeys@uzithé defaQ S |j dz
[AW2] purcle s — = 0§.

Infatti:

9, B =2 B =2 2Q——=2 Q

’gb — — - . - - - - -
Dunque ogni soluzione della [AW1] rende costante la funziéne § —. Ma se & verificata la condizione
B — = 08, allora sara—2 B — = 0 e quindi in tale ipotesi ogni soluzione della [AW1] & anche

soluzione della [AW2Dalla stessa sequenza di uguaglianzede \che vale anche il viceversa escludendo i
punti in cui—= 0.

[ QSljdzt T A 2y S RRMA pditdldorBidnk mdité wildinformazioni sulle soluzighB t £ QS lj dzl T A 2 y
motod [ OKAIl @S RA € S{{dzNIqdé indto sygnd fsdlonRedi ZaphiddieMid OK S
intervalli per i qualiz — € definita positiva Questi intervalli sono naturalmente delimitati dagli zeri di

I — che, in base alla [AW2] sono i punti di arresto del moto del pendolo

Dunque lo studio degli zeri della funzione d Weierstraasun ruolo determinante nella soluzione
RSttt QSljdzaTA2yS RSt Y2i(2

?|a funzioneF prende il nome di funzione di Weierstrass
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Nel caso del pendold SYLJX A OS> do o
per — si pud ottenere dalla legge di
02y aSNDI énargia/(Sn riteSihent@lla
figura):

1 N
Ed ®—2 & "Gcos—= Q

ovvero

= “QCOS
2 Sos

—2=2

e posto’Q= —— e1 2= si ottiene:

—2=2 20+ cos—

OKS FaadzyS ¢t F2NXYI
Weierstrassonls — = 2 2 'O+ cos—. Y

Figura3: Riferimento cartesiano utilizzato per la definizione dello
dell'energia potenziale

 quando 0< Q< 1 (nella figura B0 ad esempio) esistono due zeri semplici della funzione
B —=2 2 O+ cos— simmetrici rispetto al punto—= 0. Questi sono punti di arresto per la
funzione—0) ma non sono punti di equilibridb Ly FI (0 A § —firlicg—y=d@fintbashlla

RSFAYATA2YSE YI  1jdzSai2 WRawSAvOBSHK | AxoWs yasdt |

[ QF OO0St SNI T A2yS RSt Lddzy it 2 YIFOGSNRLFES y2y 8§
arresto ed é obbligato a tornare indietro e ripercorrere la sua traiettfina ad arrivare al puntoid
arresto simmetrico.Gli zeri semplici della funzione di Weierstramsno allora due punti di
inversione del motoll moto risultante &di tipo oscillatorio con perioddato da:

2 'Q—
Y= 2 g
- B —

[ Qegndle dato & improprio poiché la funzione integranda non € definita negli estremi di
integrazione, ma ha un valore finito perché in dssi— e un infiniesimodi ordinel (gli zeri sono

semplici)e qumdl

ha un infinito di ordln%

T quando™@= 1 si ha cheg= 0 & una radice sia d§ = 0 chedi 5§ = 0 e dunque € uno zero
doppio.Ly ol asS ¢l RSTAYAT A2y Ss fQl yydzZ f I NBRA
RSUSNNAYLl (GQ)leyoistuéntemdntts pafR=A0 si ha—= 0 (per la definizione d§) e
—=006RIfftQSIdz T AAW]S DuRdbd la JoRidioRe(d) = (Ei 00ESQ & certamente
az2ftdd A2yS RSt f QSgi=dareliun pwité di BoBiibriostadilé. AinfaBi per piccole

oscillazioni questo zero doppio si separa in due zeri semplici e da luogo ad oscillazioni attorno al

punto di equilibrio).
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1 se’Q= 0 la funzione di Weierstrasammette due zeri doppi per= **“. Questi punti non possono
essere raggiuninuntempo finitep Ly FF GGA &adlF g2t 41 £ QAYydSaANI €S

0O—=

- B —
non puo essere limitato ir= “ (0 anche in—= “) poichéB — & un infinitesimo di ordine 2
(gli zeri sono doppi) e quinelislz_ ha un infinio di ordine 1.

1 Se infine€> 1 (nella figura h=2 ad esempio) la funzione di Weierstrass si annulla mai ed é
sempre positiva. Pertanto il pendobdddz2 (i O2y Y2@G2 LISNA2RAO2 RS&aONXA
con centro nel punto di oscillazione senza fermarsi mai.

[

®(8)=20"(h+cos8)

Figurad: Zeri della funzione di Weierstrass al vaariare del parametro h
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4. Linearizzazione

[ QSljdzZr T A2yS RSt Y2i(z2

= "Gsin— [LI]

§ dzy QSljdzrT A2yS RAFTFSNBYyIAFLES RSt &aS02yR2 2NRAYS
soluzione non puo essere espressa attraverso una combinazione di funzioni elementari.

Ricordando che leviluppo della funzione seno in serie di potegze

; — 2e+1
Sin—= —¢—
o 2¢ + 1!

si osserva che per angoli ragionevolmente piceef (0) lo sviluppo pud essere arrestato al solo primo
termine. Questa approssimazione consentd dk Y S| NA T T I NB f [M$dhelsi riduceaffaS RSt Y

= "~  [LI2]

La[UH 8 NJ LILINBASY (i3 def | ANP S 2RATRS RSBt £ S RSt Q2a0Af

Soluzione

ol Sl

Portiamo la [I2] a forma canonica poniamqg =

—+1 2—=0  [LI3]

Per integrare questa equazione consideriamo che:

P

=K —

,P— Q00— QO
[e3)

_« o
X DD DD

P

Sostituendo questa espressione nella][aBeniamo:

2 -0) o4 200
o
Dopo una prima integrazione otteniamo:
—2+122=¢@ N 5 [LI4]

5401 fQFNDBAGNI NASGE RSttt Oz&1%%dS RA

La [U4] si trasforma in:

Separando le variabili si ottiene:

AYGSaANIT AzyYy
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o

— =] ‘™
+1162 =2

ed integrando la seconda volta si ottiene una delle forme:
Gosin- =1 0+ e
(o]
(Ii(fx:osafﬂ O+ o
/| 2yaS3dzSyiSYSyiSz t QfsipuSsaiNéres S IASYSNF €S RSt o
—O0 = 0sin] O+« [LI5]

Le costanti di integraziond e w si possono determinare conoscendo le condizioni al contorno del
problema del moto

. -~ tane =7 =2
—0 =3 —ou = 0sine o -0
* * .
—0 = U U= (“)—| COSe oy 2+ - 2
w v 1
3
5
4 2m
T=G
L
2
1
A

-4

Figurab: Oscillazioni armoniche per piccole oscillazioni

In generale si consideri che la soluzione dell2] [huo essere posta sottoforma di combinazione lineare di
unafunzione seno e una funzione coseno della variabile t ciascuna pesata da una costante da determinare
imponendo le condizioni al contorno.

Dalla periodicita della funzione seno discende:che
sin] 0+« =sin] 0+ +2° =sin] 0+ Y+

dacui = Z—Y [LI6]
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Dunque la costantg € legata al periodali oscillazione ed ha le dimensioni di una velocita angolare.
1 prende il nome di pulsaziordel moto di oscillazione armonica.

Invertendo laflp 8 & A 2 G (0 A SdglperiddaiSoacilEeiBng dekpnddo
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5. Anisocronismo

La relaziongLI7]

e e 8
= 9
esprime ilperiodo del pendoloed é valida solo per le ampiezze di oscillazione per le quali € ragionevole

f QF LILINE & &8id—Yel— ®uesfsS infatti determina la linearizzazionR St t QSljdzt T A2y S
portandola alla forma canonid@ St t Q24 O0At f | (2NB | N¥2y A 0O2

Si conclude, pertanto, che lestillazioni del pendolosono armonichee isocone solo per piccole
oscillazioni.

Per studiare il comportamento del pendofmer oscillazioni la cui ampiezza non rispetta la condizione
sin—& 2 002NNB G(2NYI N5 {ffQSljdzr1T A2yS RSt Y2G2

o0—= "Gsin— [AN1]
e considerarda seguente identitz‘:l;%—2 = 2— [AN2]

Se moltiplichiamo la 1] per2—otteniamo:
20—= 2'Q-sin—
S dzlil At AT T I WRessafsi@duée&y GAGLE !

e 2 + 2"Q9cos =0 [AN3]
o T ST

Ipotizziamo che le condizioni al contorno siano

Pertanto, integrando I§A3] rispetto a t si ottiene:
b \ ‘Q 2 + 2:\ ’Q 1~ \ _+ 2-‘ \ 2 + 2“Q O
——= Q— cos— Qe -2 0s—<g_ = o= COS— COS— =
. G Qe ot 2T 0
Dunque:

2Q 000000
—= % _(‘x¢ COS— CO0S—y [AN4]

T
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Separando le variabjiossiamo risolvere per quadrature

M=

20, ——
* —~—¢ COS— COS—y

Ora integriamo tra O e t utilizzando le stesse condizioni iniziali

. a - Q-
o=+ Sglim ————
2Q0-°0 _ s cos—ee COS—g

La funzionedo — esprime il tempo di oscillazione in termini della posizione angolare del pen&lo
consideri che il pendolparte dalla posizione inizialgy e si porta, dopo meza oscillazione, nella posizione
angolare opposta —. Dunqued — corrisponde a met@eriododi oscillazione.

Pertanto:

"Y : _O+T :Q _0+T ‘Q

—=0 = —¢lim —————— = lim —

2 v 2Qé 00 45 cos—x2 cos—y °0 g+ COS—& COS—g
incuiy St f Qdzf GAY2 LI aal3aI3aArAz &r § dzu)\f)\lil-ljl £ LI N
integrazione senza modificare la funzione integrarida/ 1lj dzSt t 2 OKS S§3dzS Af fAY.

viene omesso.

Utilizzando le formule di bisezierper esprimere il coseno in funzione del quadrato del seno si ha:

Y& 1 Q-2
2° 20 2 I —
0 gin? - sin2 5

t SNI NBYRSNB f QAyGSaNI €S LG (NI Giil=sinPshg2 LISNA I Y2  d

Questo implica le seguenti uguaglianze:

4 —

fCcos== 1 sin2—sin2 g

a2 2

r

l‘l’ O O

2sin=*cosgdg 2sin»-cosgdg

—cos=Q—= sm—cosgdgi df = 2 t df = 2

l 2 2 — ] ]

. C0s5 1 smz%"sng

inoltre se—= 0 allorag = 0 e se—= —yallorag = >
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{2aGA0GdSyR2 yStftQSaLINBaaArz2yS RSt YSIT2 LISNA2R?2

2sin % cosgdg

. _D' .
o 5 1 S|n27s|n29= 2 2 cosgdg _ 2 2dg
; T T A — A
2 sin5 1 sin*g 2 1 sinz%Usinzggél/ll sin?g 2 1 sinZ%UsinZg
da cui ancora:
A

Or=q 2 dg
a

O 1 sin2 %Usinz g

[ QA Yy G S 3 NI inénbio & undnfe@afe\elRticoompleo di prima specie

N>

d
K sin2?2 = g

2

° 1 sinz%"sin2 g

5A O02yas$3d8yil 3 f didstildxddedelpengois RS tzy I8 NAR B2 T |

j dzt £ d
I,
T=4 JiK sinzg [AN5]
Questa relazione pone in evidenza il fatto che il periddbpendoloR A LISY RS R € f QF YLIAST T |
Rdzy'ljdz8 f QAL GSaA RA Aa020NRYyAl RSttS 2a0AttITAZ2YyA

[ QA Yy (S 3 Npud eSserd Fafuthtd sviligpando la funzione integranda in serie di patenze

1

2n+ 1D n+1
=1+ ——— sin?Zsin?g
] ] 2n+ 2D 2
1 smz%Usng n=0
5Q f G N LI NI SY
Z e £ L0
0 90 = 52

con n pari.
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{2506 AGd8YR2 y&ff OdimagihdicsiokienyS RSt LISNA 2 R2

186 2

1+ 12 in2 =2 + %2
2 2846

(470
34
>t 2g SNT5

smﬁgw-é [ANG]

g
|
21'r|III

18 ordine 8
ordine @
ordine 4

ordine 2

e ———— ordine O

42 . 24 28 24 22 4 it} 18 14 12 1 14 18 14 12 ooz LE) (i1} (Y] 1 12 14 18 4 2 i1 24 2H 24 i 12 a4 kL

112

Figura6: Sviluppdn serie del periodo del pendolo fino all'ordine 8

Naturalmente, nel limite delle piccole oscillazioni, se consideriag® O lo sviluppo in serigpuo essere
FNNBadGFd2 Ff LINAY2 GSNXYAYS om sflrﬁ-}“ Lgéugyé Ri®wylainG il rikultaftof QI Y L.
RStfQFLIINRAAAYFT A2YS tAYySENBY

Inoltre,se— © “ la serie numerica racchiusa in parentesi quadre diverge e con essa il peZiodsignifica
che il periodo di oscillazione diventa infinitamente lungo per ampiezze che si avvicihano a

lim “Y= +H
oL

-0
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6. Lo schema lagrangiano

Sebbenele considerazioni che riguardano le proprietd energetiche del pendeloplice si possano
affrontare gia nello schema newtonian® piu interessante vederlemergere in un contesto lagrangiano in
cui trovano una piu naturale collocazione e relazione con le proprieta di simrdetristema.

llpendoloa SYLX A OS aA Ydz2 @S 422 owedlldictAapeS$o RA dzyl a2¢ |
{S ao0S3aft Al Ygomé (uhicA)2cyordindta generalizzata, possiamo scrivere langignadel

sistema nella formad= 0):

. w1
fl — KO 7Y= zd(‘f—z &1l cos— [LA1]

Utilizzando le equazioni di Euletagrangea A 2 G GA Sy S RANBG G Y Sl fpehdold QS I dzl
semplice:

QA

—— — =0t a&¢— & Bsin—= 0
Do O

ovvero:
Q.
—+ —dsm—z 0 [LAZ]

che ¢ la stessa equazione in precedenza risolta.

vdzSaidl SldaTA2yS & @lFtARF a2f2 ySitQALBIBEINBEAY GA
del noto di oscillazione contiene un termine in piu e la lagrangiana diventa:

. N 1
fl — KO 'Yzzé( X+ &¥—2 a4l cos—

In questo caso | non & costante nel tempo e si avra:

QA Q
L o D Y I
o ,Q)ao? G o—+ AP
RA O2yasS3dsSyil I t QSHawrdnat@¢dtaBar f F ANI y3IS LISNI ¢
Q< L L e
o o 0t @& &f—+ 20 66—+ G Gsin—= 0
ovvero:
a Q.
—+ 2-—+ —sin—= 0 [LA3]
a a
vdzSaidl SlidzZd TA2yS &A Naehdnddi § VEIOS Q82 ¥ & e=f/c8 bRl S ¥R (i 2

a= 0.
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/. Integrale primo del moto

Nel paradigma lagrangiano €& di particolare rilevanza la discussione sulle proprieta invariantive della
funzionefl.

Osserviamo innanzitutto che il pendademplice fa parte di una particolare classe di sistemi con traiettoria
LINS&AGFOAEADLE LISNJ A ljdzr f A 2f 0NB | R ePasiehtld Quéstatet S €
rilevantedalmorSy 12 OKS I F2NIF FGGA S Lldzs5 RALISYRSNBE &2t
priori stabilita e, pertanto, risulta necessariamente conservativa.
Infatti, il lavoro sul tratto infinitesimo di curva é:

io

) ="ogp="0i d=Q 'O, Q

dove F(s) indica la componente tangenziale della forza attiva

In presenza di forze conservatve f QS y S NH& una ¢68a0te Hel/miot@Ise il sistema ha un solo
grado di liberta come nel caso del pendosemplice, la corrispondente legge di conservazione e sufficiente
LISNJ NR OF @+ NB { @eflpatrdinata2agiéhgidRgrieraliyzata. 2

Allo stesso tipo di conclusione si pud arrivare osservando le proprieta di simnuetitea funzione
lagrangiana

In base alla [L], la lagrangiandel pendolosemplice non ghende esplicitamente dal tempaguindiessa e
invariante per traslazioni temporali. In base al teorema di Noether, il generatore di questo gr(gim
corrisponde ad una traslazientemporale)e un integrale primalel moto.

Pertanto:

o —— o g d—— @
® oo o W o o

In virtt delle equazioni di Euletcagrange

agl Qg
O Do
e quindi:
(0] QA (0] Q (0]
— = —'—:0i,_‘ﬂ — =0
(03] DOO— 0O D Q—

, . La Ol
Di conseguenza si conserva la quarftita =

® Si consideri che nel caso specifico, la forza a#iiva forza pesehe € gia conservativa. Ma il risultato notevole in
meccanica € che in generale non tutte le forze posizionali sono conservative, ma certamente lo diventano se il corpo
deve muoversi lungo una traiettorfefissata.
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{2a0AGdSyR2 fisiBien&INSaaA2yS RA
da cui:
Sa f—=2+dad" M1l cos—= GEi EAQ [IP1]

Dunque il pendolosemplice ammette un solo integrale primael moto OKS O2 NNA &aLR YRS
meccanicatotale (la sua hamiltoniaa Questo risultato € atteso anche hparadigma newtoniano, dal
Y2YSyiG2 OKS f Osdrpenddled cdhgeNdtiva. | GG A O

Per determinare il valore della costante, consideriamo il pendelta posizione iniziale con anomalige
velocita iniziale nulla. 1l contenuto energetico del sistema €& allora tutto potensat®rrisponde a
A&l cos— .

vdzZA YRA RdzNJ Yy S f Qhi eeifitatalialrelaZiofidhergetic®2 4 G y 1 SY S
1,. -
5a f—2 = a"@Gcos— cos— [IP2]

Grazie a questo integrale pringopossibile risolvere il problema del maauadrature Infatti:

2°Q
—=+ — COS— COS—
a
da cui
D= —
2Q, ——mMmM
+ _('x_¢ COS— CO0S—y

che conduce alla stessa procedura analitica del precedente capitolo.

Concentriamoci qui, invece, sulle condizioni di realta della funzienemponendo positivo o nullo il
radicandoal denominatoreotteniamo:

cos— cos—4m O
che equivale a

COSt§ COSSps O

perché il coseno € una funzione pari. Constatato che tutte le configurazioni fisiche del psodolmcluse
y St t QA sfdi S Napretetiedte relazione ha come soluzione

$$ svos [IP3]
Pertantg se al pendolaon viene conferita una velocita iniziale, il suo moto pud avvenire solo in modo che
Saaz2 y2y LINBOSRI 2f (NS iefie@gdiliRta néilpinti di inwgraidnd deffmStdin ¢uf  LIA
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8. Lo schema hamiltoniano

wA Ol @Al Y2 f{ delKgendaldséngphcd utifizzando la definizione di come trasformata di
Legendredifl.

Ricordiamo chél = %d f—2 a'&l cos—
Definiamoq il momento canonic@oniugato &: n_= g‘_z G f— [HM1]

n_si interpreta fisicamente come il momento angolatel punto materiale in oscillazione con polo nel
punto fisso.

Di conseguenza

N2

; 1 n
- \ :_r ‘_2+ e =
K—_ f 20(0? G°&1l cos o @

+a" @1 cos— [HM2]

Le equazioni di Hamilton generano un sistema di 2 equazioni differenziali del primo ordine nelle funzioni
—0) en_(0), la cui soluzione costituisce la soluzione del problema del moto

1=

L L o

v T h_ _— — r]_: a (;_

| aE [HM3]
Ceo M= .= & Gisin— I"]_: a "@sin—

o= = '+

Derivando la prima equazione rispetto al tempo e sostituendo nella seconda si ottiene:
Gof— & @sin—
ovvero
Q.
—t —dsm—z 0 [HM4]

OKS § f QS| dzddl peadgi&emRliSe gia ¥sdlia b precedenza.
Per piccole oscillaziomios— 1 %—2 S f QKI Y #Hiferta® yha foryhd quadratica in—1_ che
02y RdzOS ljdzAyRA FttQSljdzt T A2yS RSttt Q2a0Attl G2NB | NY

2@,
2ag 2

[ QF LIWNB OOA2 KIYAfG2YyAlLy2% RdzyljdzSzZ y2y | LILRNIIF |t O
ma € noto che esso permette un maggiore approfonditogormale dei sistemi fisici in generale.
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9. Trasformazionea coordinata ciclica

Consideriamauna soluzione alternativa del problema del malel pendoloper piccole oscillazioni che
passa attraverso una trasformazione canorikcd f f [rianay” A

Consideriamo la funzione generatrice della trasformazione nella forma:
a5,
W—g,0 = = #—2cotg [TCl]

Questa funzione porta le vecchie coordinate1_ nelle nuove coordinateg,ry e contestualmente
f QK YAt (-2 &ikrasformain:

A \ \ \ ’QLI :g:b
e = =N =Ngg = QMg +—5 —
ovvero

L g g W90 TW 9.0 Ty 9,0
n— - lr]— r]gg - gvng T_ rg-b Tg .g-b TC‘)

Per la nostra scelta, la funzione generatrice non ha alcuna dipendenza esplicita dal tempo, pertanto:

Tw—,g,c‘)_+Tu4—,g,b
T — Tg

n— = _ah—zhgg = g,r‘]g +

Poiché—e g sono linearmentendipendenti si ha:

. _ Ty—=go . _a ,, 1
= —7g ' g = 3 02_sinzg [Tl
TL‘L‘I_lgl

o o
t f_= 4] &¢—eotg [TC3]

[ Qdzf GAYF NBfFT A2y S Ay RA Oelle Ouv® cobrtiinaté BoNJédmbiaspstto fa Q K Y A
quella originale. Quindi la sua espressione analitica si puo trovare sostituestja in funzione delle
g.ng -
Dalla prima si ricava
\ . 2
2 _ 2ng sin“g
a1 o

Quadrando e sostituendo nella seconda si ottiene

N2= 241 fngcos’g
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Sostituendo ifHM5]

) Lo
B S
24 & 2

Si ottiene
T NyCos” ¢ .\ "Qyser? ¢
1 a

= ¢.ny = [HME]

dovel = —f Sfruttando ancora la definizione]di
= g’hg =1 r"]gCOSZQ +1] Illgsenzg

ovvero

= 0.0y =1 Ny [HM7]

Con questdlJNE OSRdzNI | 606ALF Y2 inJanddotméa #h cui 1@ kobriidafy & 2iglica.l Qjol
significa che il suo momento coniugalg € una costante del motdPoiché= ¢ indipendente dal tempo,
essa ha il significato di energia meccaried sistema che & a sua volta un integrale prided moto.
Dunque:

. O
g == [HM8]
[ QSIjdzl T A 2 geBg(tRid/éce diveniazsemplicemente:

T

TNy
Da cui
gt =7 0+ [HM10]
In conclusione, ricordando la relazione
\ . 2
2 _ 2ng sin“g
a] &8
si ha
L 20 . .
—0 = (,]_I—Z(‘)Z3|n-| O+ o [HMll]

checomei l LILIAALF Y2 & fF+ az2fdd A2yS RSt.f QSljdzr 1 A2yS RA

dzy’
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10. Schema di HamiltonJacobi

bSt LINSOSRSYGS OFLIAG2t2 F00Al Y2 @A adélpenddbsédplica A | LJ;
LR NIOFYR2tF R dzyl F2NXI Ay -GdeAlr (OAdf MG TO 2R2NIBRA YR Al
RSt f QS| dz T dienteSbar@lE.t Y2 (2

Si pud oa immaginare di adoperare una trasformazione canowgita porti la coordinate—1)_) a valori
costanti, ad esempio coincidenti con i loro valori iniziali.

Poiché questa trasformazione puo essere rappresentata simbudioge nella forma:

—= —7,M0,0
[HI]

h—: n—_U!r]—Q!O
§ OKAIFINR OKS fIF &dzz ARSYUGAFAOITA2YyS O2NNAALRYRS |
Supponiamo che questa trasformazione esista e che postetzhia hamiltoniana [,y nella nuova
L g.fg -
Se imponiamo che le nuove coordinate generalizzate siano costanti, le loro equazioni del moto devono
essere:

[HE]

S RI UGl f QdelfeRdotdiBageR 9y ,idéve essere necessariamente K=0.

Dal momento che la vecchia e la nuova hamiltonidifferiscono al piu per la derivata parziale rispetto al
tempo della funzione che induce la trasformazione si ha che:

o Ty
L g.Ng == [.N +T_b=0 [HB]
{ LINBYRS Af y2YS RA TFdzyT A2yS LINAYOALIES RA | YAt

problema del moto

Conviene scegliere la funzione generatrice S come funzione \a&ltzhia coordinata generalizzata e del
nuovo momento;Y= "Y[ ,f)4) in modoi vecchi momenti possano essere rappresentati come

1Y
LY
La[HJ3]diventa, allora:
Ty 1Y
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f QXadphizdbei Fa 2fyhBone ReAratteridticd ASE $e& gostituiamo
£ £ QI I YA (pérdigehld ogdillazifrd) &i bteges OA £ ¢ | ( 2 NB

—2+—==0 [HF]

Possiamo cercare una soluzione per S nella fotdfarn, ,0 = @ [,ng, Ng,0conn,, costante di
integrazione che pud essere scelta come nuovo momento (che per quanto detto deve essere costante), dal
Y2YSyiz2z OKS fF RALSYRSYyITl SaLt AO0OAGF RFEt GSyYLR § C
nella [HJ5ki ottiene:

1 1o 4@,
6@ 17 2 Moo

Integrando per W e tornando ad S si ottiene:

Y= 26@0,, GT@F-2 B0 O—

Dal momento che la trasformazione canonicae abbiamo scelto & del tipdy= "\ ,ng), la nuova
coordinata Q, costante si puo ricavare da:

Y 1Y 26 ¢f , .
go= ;i =/5—= Q— o0 [HF]
! !
o T Mg 26 Ry, 622
OVvVvero.
- | 1 o
o] = =
Ty T
aaloo
e integrando si ottiene:
. | G
0+ Jgg = aarccos EO—

LYFAYSS 2G0GSyAl Y el de@8dsetaplitelincgh8izioRi Srinonicte i 2
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11. Dissipazione

[ QSIjdz T A 2 febpei@ds WZid 2+ NROFGFGF yStt QALRGSative. & SY LK
Questo schema non risulta pefanzionale nei casi in clé massa non possa considerarsi puntiforme o

f Q230AttITAR2YS y2y | OBOPANNE SY 2 BAZ L @ 0N def sBtdfadelli A A X
per accogliere le forze non conservative in gioco.

Se la forza che causa la perdita di energia € una funzione lineare della velocita della coordinata
generalizzata, essa puo essere derivata da un potenzgdeeralizzatmella forma:

1
—==-—2 DI1
5 [DI1]
Il parametro— & definito positivo ereca fisicamentedzy’ Q A y ¥ 2 NJyTattbrd @& §6:$na deblziorpo in
oscillazione e sul mezzo materiale in cui il moto avviene

90 SPARSY(HS OKS At aradaSyl y2y Llzs LAG 02y aSNBI N
delQ Sy SNBAs$ihaOAy SiA Ol

~

Q- ay o — Qu Y QO — QO 2 o DI2
® D 'Q—_+ ®» ’Q—_* ™~ [Di2]
Le equazioni di Lagrangea diventano:
Qrfl T Q — DI3]
@ —T— o
incui — assume il significato di potenzialeneralizzato dal momento che da esso si generano forze di

. Q — . . .
natura non conservativa, mentre —-— rappresenta proprio queste forze generalizzate che inizialmente
abbiamo espulso dalidefinizione della lagrangiardel sistema.

[ QSljdzl T A 2 gr&divén®t Y2 (2
G f—+ "Q—+ & Gisin—= 0 [DI4]

Per le considerazioni che seguono, limitiamoci a considerare le piccole oscillazioni @tareotro di
equilibrio stabile:

G f—+ Q@+ G'G—= 0 [DI5]
0 anche:
—+ 201 2—=0 [Dlf]
dovesi sono introdotte due costanti di comodo:

20= % rappresentativa del termine di viscosig] 2 = ?che invece rappresenta il quadrato della

pulsazionalelle piccole oscillazioni.
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[ QAYGS3INI £ S assobrBatbnie SovrRpPdsikidne difEnizioni esponenziali:

—0 = 010+ Q20
con_y,a2ft dd A2 yA

RuGtteristzSdpintiata RlR {BIR: A© B costanti di integraziane
| 2Y&AARSNRF Y23

j dZA Y RAZH20)S1j 820 A2y S OF NI GGSNR&AGAO!I
Essa ha soluzioni indate da:_y,» =

o M 7 2
Distinguiamo quindi tre casi, asecond RSt @I ft 2 NS RSt RAAONAYAYlIydS RSt
1 termine oscillatorio piu grande del termine di viscosifa 1 2< 0
[ S a2fdd A2yA

RSt tQSljdd T A2yS OFNIGGSNRAGAOI &A NRaA
2= O£'Q 2 6P

egeneraof QAY G SAINI £ S 6HASYSNI S RStfl 5L

—0 = Q® pgl T Foy g W Fo

Ipotizzando che le condizioni al contorno siano:

[DI7]

siottienef QA y i S 3 Ni fisBrivelcnyeS NI f S
AR —6 =0Q%cos 12 @Fo

+ o
|

[DIS]

e tane =
|

— —0+®p
N Z @

In questo caso la presenza delle forze di
—

attrito non impedisce al pendoldi compiere
- alcune oscillazioni

con pulsazione

A 2 o¥che perd diventano sempre pil
piccole in ampiezza
Y f

fino a spegnersi
O2YLX SiGlYSyds$s 6f QF YL SI

da’Q “°). Il moto viene per questo chiamato
oscillatorio smorzato

Figura7: Moto oscillatorio smorzato
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f Temine di viscositanaggiore del termine oscillatori@® 1 2> 0

Ly

[ QAYGS3aINIES 3ISySNI ¢S

Imponendo le condizioni al ctorno [MFY le costanti di integrazion® KS F A 3 dzNJ y 2

j dz8 & G 2

fS RdzS az2fdd A2yA
2= 0 12 @
Faadzy$ tF F2NXYIY
5 =Q® pgF 1%y g T 1% [plg]

Ol a2

diventano:
© 1 —0+(I)—0
veo = = + -
doveo = 7 — R
o i —twg
e0=3 ERR
z—l‘
1
1
3 I|
1
[iT:] ".\
[t} \'\.‘
na \\\\\

Figura8: Moto aperiodico

Ly 1jdzSad2

Ol a2

f QAYGiS3aINI S
rapidamente a zero ped6© H senza che il pendoldJ2 a a |

3SySNI £ S

RSt QSljddTA2ys OF

ySttQAy

aiA LINBaSydil
STFFSGAIADI YSYy & AO2 Y LI

partire dalla posizione iniziale il pendolg evolve direttamente verso la posizione di equilibs@bile
—= 0, pertanto il moto viene denominataperiodico

1

Ly ljdzSaiz

Ol a2

f QSljdzZ T A2YyS

| termini di oscillazione di viscosit&i bilancianotc¥ 1 2= 0

O Ndj,irii 85NR BIE NIDF v (K2

3SySNI £ S RSt t Qfljagprebeht@tondlla fRrdha: Y 2 § 2

—0 = 6+606Q®

tdey A



0= —7
6:—0""&)—0'7

Questo moto viene denominato

critico dal momento che

la
tendenza verso

la posizione
—= 0 avviene piu rapidamente
rispetto al caso aperiodico.
Notiamo che se le costanti di
integrazione  hanno segno
opposto, esiste effettiamente
un istante di tempo in cui il
pendolo pud passare dalla
posizione —= 0 prima di
fermarsi completamente.

Gianluca Lovin

Il pendolo: fisica di un sistema (non) sempli

Imponendo le condizioni iniziale costanti di integraziongiventano:

Figura9: Moto critico (con A e B discordi)

30
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12. Analisi qualitativa

Un maggiore approfondimento delle proprieta formali del pendsdmnplice si pud ottenere analizzandone
jdzt t AGFGAGEYSYGS Af Y2420 /2YS aiA § @Qraidzz I y2
estremamente difficé la soluzione e naturalmente impossibile scriverne la forma analitica.

[ QI y I ftatidaidel thatd tfarkite il diagramma di fase del pendplermette di mettere in evidenza
alcune caratteristiche meccaniche rilevanti senza che sia necessario integrare le equazioni del moto.

t P NOAFY2 REfEQSldzrT A2yS RSt Y202
= “Q'n A
—=  Sin— [AQL]

Questa & un prototipo di equazione differenziale del moto di un sistema con un solo grado di liberta
soggetto a vincoli e forze attive indipendenti dal tempo. La sua solueiguigale a risolvere il sistema:

—
[AQ2]
W= (=0

Se assegniamo le condizioni al contorno e integriamo il siste@2] @teniamo la soluzione:

—= —0

[AQE]

W= wo

che rappresentano la forma parametrica di una traiettadiafase nel pianoqyy); ad ogni condizione al
contorno corrisponde una particolare curva nello spazio delle fasi

bl ddzNT £t YSYGS LISNI RSGSNYAYINBE S GNIASOHGIDNIS RA
equivalentemente il sistema {&] e dunque sembrerebbe che questo approccio non porti alcun
sostanziale vantaggio formale.

Al contrario & possibile ricavare informazioni sul moto del pendefza integrare le equazioni del tnoLa

chiave per accedere a questa procedura sta nel sister@a [ S y Sttt LlR2aaioAfAdL F
differenziale per la funzione y(x) privata della dipendenza temporale. In questo modo, ogni informazione su
y(X) si puod ottenere ignorandocofplS i I YSY (S t QS@2ft dzd A2yS GSYLRNIfS R

AP J e S o B
Infatti: w= o - Q_¢5— ,Q_¢—+ o=
dunque

o1 0 [AQH
’Q—_ -

La [AX4] € nota come equazione delle curve integrali e la sua soluzione fornisce curve apithe
rappresentano le traiettorie di fase distinte per ciascuna possibile condizione iniziale.
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Il pendolo: fisica di un sistema (non) sempli

Il risultato interessante & che per un sistema come il pendelmplice soggetto ad una sola forza attiva
O2yaSNBIFGAGLIE t€S OdzNWS Ay dS3INI f Alnfattizly’sa hargiltored@gNII S R A

2
26 &

§ 02YS8 aAr & RSGG2 O2ArgeGisterd O2y f QSYSNEALF YSOOHYyAO

+ & &1 cos—k O

Ricordando che si & poste= 0 f QK I Y A &i tis2rifeinklig forma:
Eacx’-ooz+0(§b(1 cos—="0

da cui

2
D—= % f'O Y @1 — A
(%) oY a CoS [AQE]

Gli stati fisicamente ammessi e rappresentabiéllo spazio delle faglerivano da alcune considerazioni
sulla realta del radicando della—.

(S tQSySNBOK 200@O GIFFAIOKS Af NI Bde@Hinitra a gudi valoN@r S 1
O a"t
==

i qualiss —aeon cos—=

Questo significa che non tutte le posizioni angolari sono permesse e che il peledel@scillare con moto
periodico tra gli angoli-®*e —aTalemoto €& detto librazioneed & caratterizzato dal fatto che sia la
coordinata generalizzata—che la sua velocita generalizzatasono funzioni periodiche del tempo con la
stessa frequenza. La corrispondente curva nel diagramma delle fasi & una cusaa chiu

Per piccole oscillazioni la [Afdiventa:oo — = + Pl O a'@+ & Q(; che quadrando e riordinando

si pud porre nella forma:

-2 G?
- ——t+ = ——=1

20+a"h 20+ a"@
TG T

OKS 8§ tQSljdZTA2yS OlFly2yAOl RA dzye atesof daldndréent®chgle OS y i
OdzNBS Ay dSaINI A LicMplide Qcoha edessarinniestdNdegli leliiédi. Dynjud & curve di
librazione tendono a degenerare in ellissi per angoli ragionevolmente piccoli (ovwerb 6eA y 1 2 Ny 2 RS
stabile).
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Il pendolo: fisica di un sistema (non) sempli

FiguralO: Diagramma di fase del pendolo in assenza di attriti

{ S f QSy SNBEOb 2&r@diad ngsiud Angolg comporta la perdita di realta del radindo della

[AQ5] e tutte le posizioni angolari diventano possibili. Cid accade quando la componente cinetica

RStf QSYSNHALF & &dzZFFAOASYGS |t Lidzyid2 YgepllStelkdsdilS
moto avviene senza che la funziogeia periodica, sebbene nello spazio delle asiorrispondente curva
integrale resta invariata per incrementi dd i g. Questo moto viene denominatmtazione

- . Lo . . . Q Q —
Nel limite pefO= 24 "(isi ottengono le curve separatrick) — = + 270( 1 cos—=+ 5C0S5.

Esse fungono da separazione tra gli stati di oscillazione e di rotazione del pendafipresentano
FAAAOLIYSYGS tQ2a0Aft I 1 Astayil& a padirblEa2 queNof insthbdeyini @n teRpo
infinitamente lungo. Infatti, la soluzione di questa equazione si pud rappresentare nella forma:

secw O = cosh] O+
con[ da determinare con le condizioni al contornp e= 3
dacuisievinceche® “y 0 H.

Esistono 2 tipi di punti singolar- w= 0) nello spazio delle fasiel pendolosemplice. Per iividuarli
studiamo gli estremanti della funzion¥ —.

Day —= a1 cos— consegue:
Y — = & ®isin—
Y—=  &"icos—
Gli estremanti diY — sono gli angoli= "0 .
In essi la derivata seconda assume i valgri? = 1 k&'

LIS N

§1j d

Pertanto, tutte le posizioni angolari= 2Q a2y 2 Lldzy GA RA YA YA Yeson®Rgefaht@ Sy S NJ

punti di equilibriostabile. Ovvero, allontanando di poco il punto materiale dalla posizioegudiibrio, esso
vi fa ritorno compiendo attorno ad esso un moto oscillatorio armonico.



