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Premessa 

 

Immergersi nello studio del pendolo ǎŜƳǇƭƛŎŜ ŝ ŎƻƳŜ ŀŘŘŜƴǘǊŀǊǎƛ ƴŜƭƭŀ ǘǊŀƳŀ Řƛ ά¦ƴŀ ǎǘƻǊƛŀ ǎŜƳǇƭƛŎŜέ Řƛ 

Sciascia: dietro un nome ingannevole si nasconde la manifestazione di un fenomeno la cui analisi richiede 

strumenti matematici complessi e modelli sofisticati. Una storia, quindi, che di semplice ha ben poco. 

bŜƭƭΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ Řƛ ǳƴ ǇŜƴŘƻƭƻ è racchiusa la chiave di lettura per la costruzione di oggetti per definire 

ƭΩǳƴƛǘŁ Řƛ ƳƛǎǳǊŀ ŘŜƭ ǘŜƳǇƻΥ ƭŀ ƭŜƎƎŜ ŘŜƭƭΩƛǎƻŎǊƻƴƛǎƳƻ per piccole oscillazioni era già stata osservata da 

Galileo (il quale a dire il vero estendeva questa proprietà a qualunque ampiezza) e questo rendeva possibile 

la definizione di uno strumento dal comportamento regolare e periodico, perfettamente adatto funzionare 

come misuraǘƻǊŜ ŘŜƛ ǘŜƳǇƛΦ tŀǊŜ ŎƘŜ DŀƭƛƭŜƻ ƻǎǎŜǊǾŀǎǎŜ ƭΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ ŘŜƛ ŎŀƴŘŜƭƛŜǊƛ ŘŜƭƭŀ /ŀǘǘŜŘǊŀƭŜ Řƛ tƛǎŀ 

ƛǇƻǘƛȊȊŀƴŘƻ ƭΩǳǎƻ ŘŜƭ ǇŜƴŘƻƭƻ per la misura del battito cardiaco o come supporto per gli studenti di musica 

(metronomo). 

Intorno al 1602 Galileo Galilei scopre che esiste una relazione matematica ben definita tra il periodo del 

pendolo e la sua lunghezza, ma questa scoperta verrà più tardi ridimensionata da Marsenne che ne limitò 

ƭΩŀǇǇƭicabilità alle sole oscillazioni armoniche di piccola ampiezza.  

Nel 1673 accadde qualcosa di rilevante per la storia del pendolo. Le ricerche di Christiaan Huygens per la 

costruzione di un orologio a pendolo già cominciate nel 1656 si fusero con un dettagliato trattamento 

matematico del fenomeno oscillatorio per dar vita al άHorologium Oscillatorium sive de motu 

ǇŜƴŘǳƭƻǊǳƳέΦ vǳŜǎǘƻ Ŧǳ ǊŜǎƻ ǇƻǎǎƛōƛƭŜ ƎǊŀȊƛŜ ŀŘ ǳƴŀ ǎŦƛŘa lanciata da Pascal e raccolta anche da Huygens 

sulla ricerca di alcune proprietà della cicloide, una straordinaria curva che svelò la strada per al costruzione 

di un pendolo perfettamente isocrono. In questa ricerca Huygens dovette far uso di strumenti di calcolo 

ƴǳƻǾƛ Ŝ ŀǇǇƻǎƛǘŀƳŜƴǘŜ ƛƴǾŜƴǘŀǘƛ ǇŜǊ ƭƻ ǎŎƻǇƻΣ ŀŘ ŜǎŜƳǇƛƻ ŀǇǊŜƴŘƻ ƭŀ ǎǘǊŀŘŀ ŀŘ ǳƴΩƛƴǘŜǊŀ ōǊŀƴŎŀ 

ŘŜƭƭΩƻŘƛŜǊƴŀ ƎŜƻƳŜǘǊƛŀ ŘƛŦŦŜǊŜƴȊƛŀƭŜ ŎƘŜ ǊƛƎǳŀǊŘŀ ƛƭ ŎŀƭŎƻƭƻ ŘŜƭƭŜ ŜǾƻƭǳǘŜΦ 

aŀ ƴŜƭƭΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ ƛǎƻŎǊƻna di un pendolo ƴƻƴ ŎΩŝ ǎƻƭƻ ƭŀ ǇƻǎǎƛōƛƭƛǘŁ Řƛ ƳƛǎǳǊŀǊŜ ǳƴ ƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ Řƛ ǘŜƳǇƻΦ 

vǳŜǎǘƻ ǎǘǊǳƳŜƴǘƻ ǇǳƼ ŀƴŎƘŜ ŜǎǎŜǊŜ ǳǘƛƭƛȊȊŀǘƻ ǇŜǊ ƳƛǎǳǊŀǊŜ ƭΩŀŎŎŜƭŜǊŀȊƛƻƴŜ Řƛ ƎǊŀǾƛǘŁ ƴŜƭƭŀ Ȋƻƴŀ ƛƴ Ŏǳƛ Ŝǎǎƻ 

oscilla come osservò Robert Hooke nel 1666. Ancora più importante fu la scoperta di Jean Richer nel 1671 

per cui il pendolo oscilla più lentamente a Cayenna che a Parigi: Huygens interpretò questo risultato come 

ǳƴ ǇǊƛƳƻ ƛƳǇƻǊǘŀƴǘŜ ǎŜƎƴŀƭŜ ŘŜƭƭŀ ƴƻƴ ƛƴŜǊȊƛŀƭƛǘŁ ŘŜƭ ǎƛǎǘŜƳŀ ǘŜǊǊŜǎǘǊŜΣ ǳƴΩƛƴǘǳƛȊƛƻƴŜ ŎƘŜ ǎŀǊŜōōŜ apparsa 

in tutta la sua completezza solo nel 1851 quando Leon Foucault lasciò oscillare un pendolo di 28 kg a 

distanza di 67 metri dalla cupola del Pantheon di Parigi. In una giornata il piano di oscillazione del pendolo 

compiva un moto di precessione in senso orario di circa 270° mettendo in evidenza la rotazione del sistema 

ǘŜǊǊŜǎǘǊŜΦ [ΩƛƳǇƻǊǘŀƴȊŀ Řƛ ǉǳŜǎǘƻ ŜǎǇŜǊƛƳŜƴǘƻ ǎǘŀ ǇǊƻǇǊƛƻ ƴŜƭƭΩŀǾŜǊ ŘƛƳƻǎǘǊŀǘƻ ƛƭ ŦŜƴƻƳŜƴƻ ŘŜƭƭŀ ǊƻǘŀȊƛƻƴŜ 

terrestre costruendo un dispositivo tutto interno al sistema terrestre stesso. 

Quando Hooke nel 1679 effettuò le sue osservazioni sul pendolo sferico (un pendolo che può oscillare in 

due distinte direzioni) notò qualcosa che sarebbe servito a Newton per stabilire che il moto orbitale dei 

ǇƛŀƴŜǘƛ ǎƛ ŎƻƳǇƻƴŜ Řƛ ǳƴ Ƴƻǘƻ Řƛ ŎŀŘǳǘŀ ƭƛōŜǊŀ ǾŜǊǎƻ ƛƭ ŎŜƴǘǊƻ Řƛ ƎǊŀǾƛǘŁ Ŝ Řƛ ǳƴ Ƴƻǘƻ ŘΩƛƴŜǊȊƛŀ ƭǳƴƎƻ ƭŀ 

tangente alla traiettoria: Newton dimostrò  quindi che la composizione di questi due moti dava origine ad 

orbite chiuse. 
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In questo lavoro ho raccolto in modo sistematico le tecniche di indagine classiche del pendolo semplice e 

sferico, separando i diversi approcci formali newtoniano, lagrangiano e hamiltoniano. Questi metodi di 

ƛƴŘŀƎƛƴŜ ǎƻƴƻ ōŜƴ ƭǳƴƎƛ ŘŀƭƭΩŜǎǎŜǊŜ ǊƛŘƻƴŘŀƴǘƛ ǇƻƛŎƘŞ ǇŜǊƳŜǘǘƻƴƻΣ ŎƛŀǎŎǳƴƻ ƴŜƭ ǇǊƻǇǊƛƻ ŀƳōƛǘƻΣ Řƛ ǇƻǊǊŜ 

ƭΩŀŎŎŜƴǘƻ ǎǳ ŘƛǾŜǊǎƛ ŀǎǇŜǘǘƛ ŦƻǊƳŀƭƛ ŘŜƭ ǇŜƴŘƻƭƻ che appaiono complementari anziché semplicemente 

sovrapposti.  

La ricchezza e la varietà dei risultati che possono essere raccolti è straordinaria: la configurazione del 

pendolo ǎƛ ǇǊŜǎǘŀ ƛƴ ƳƻŘƻ ǉǳŀǎƛ ƴŀǘǳǊŀƭŜ ŀƭƭΩŜǎŜƳǇƭƛŦƛŎŀȊƛƻƴŜ Řƛ ƳŜǘƻŘƛΣ ǘŜŎƴƛŎƘŜ Ŝ ǘǊŀǎŦƻǊmazioni della 

meccanica lagrangiana e hamiltoniana e la soluzione della sua equazione del moto è una sfida affascinante. 

tŜǊ ǇƛŎŎƻƭŜ ƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴƛΣ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘƛŦŦŜǊŜƴȊƛŀƭŜ ŘŜƭ ǎǳƻ Ƴƻǘƻ ŝ ƛƭ ǇǊƻǘƻǘƛǇƻ ŘŜƭƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ ŀǊƳƻƴƛŎƻ che 

occupa una posizione di rilevo in tutti i settori della Fisica; per grandi oscillazioni il pendolo diventa il più 

semplice fra tutti i sistemi non lineari: la sua equazione non è rappresentabile analiticamente e questo 

ǊƛŎƘƛŜŘŜ ƭΩƛƳǇƛŜƎƻ ŘŜƎƭƛ ƛƴǘŜƎǊŀƭƛ ŜƭƭƛǘǘƛŎƛΦ 9 ƛƴǘŜǊŜǎǎŀƴǘƛ ǾŀǊƛŀȊƛƻƴƛ ǎǳƭ ǘŜƳŀ ǎƛ ƻǘǘŜƴƎƻƴƻ ŀƎƎƛǳƴƎŜƴŘƻ ƻ 

ǘƻƎƭƛŜƴŘƻ ŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ ǇƻǘŜƴȊƛŀƭƛ ƎŜƴŜǊŀƭƛȊȊŀǘƛ ŘƛǎǎƛǇŀǘƛǾƛ ƻ ƎƛǊoscopici o più semplicemente 

componenti della velocità non contenute nel piano di oscillazione. 

Nella semplice oscillazione di un pendolo si nasconde un intero universo di indagine che di semplice, a dire 

il vero, ha ben poco. 

 

Bisceglie, 30/7/2008 

 

          Gianluca Lovino 
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1. Pendolo semplice 

Un pendolo semplice è costituito da un filo inestensibile e di massa trascurabile una cui estremità è 

vincolata ad un punto fisso mentre ƭΩŀƭǘǊŀ ŝ ƭŜƎŀǘŀ ŀŘ un punto materiale.  

[ΩŀǘǘǊƛōǳǘƻ ǎŜƳǇƭƛŎŜ è riferito al corpo che si ipotizza non esteso. 

In condizioni di equilibrio, il filo è diretto secondo la perpendicolare del luogo e la forza peso del punto 

materiale è equilibrata dalla tensione del filo.  

In uno schema dinamico elementare si studia il moto del pendolo in assenza di forze di attrito. 

Se il punto materiale viene spostato dalla posizione di equilibrio e viene lasciato andare (con velocità 

iniziale nulla o con velocità appartenente al piano contenente la massa e il punto di sospensione) esso 

comincia un moto di oscillazione attorno al punto 

fisso che avviene sempre nel medesimo piano.1  

In questo caso, la tensione del filo e la 

componente della forza peso lungo la direzione 

punto materiale-centro di oscillazione danno la 

forza centripeta che porta il corpo a muoversi 

lungo un arco di circonferenza (perché il filo è 

inestensibile) mentre la componente della forza 

peso tangente alla traiettoria costituisce una 

forza di richiamo verso la posizione di equilibrio. 

Tale forza è massima nel punto di massima 

ŀƭǘŜȊȊŀ Ŝ ŘƛƳƛƴǳƛǎŎŜ ŀƭƭΩŀǇǇǊƻǎǎƛƳŀǊǎƛ ŘŜƭ ŎƻǊǇƻ 

alla posizione di equilibrio. Questo implica che 

ƭΩŀŎŎŜƭŜǊŀȊƛƻƴŜ ǘŀƴƎŜƴȊƛŀƭŜ ŘƛƳƛƴǳƛǎŎŀ passando 

dal punto iniziale del moto al punto di equilibrio e 

che contestualmente la velocità passi da zero al 

suo valore massimo tra gli stessi punti. 

Quando il corpo transita attraverso la posizione di 

equilibrio, la forza di richiamo si annulla (in realtà 

qui la risultante delle forze è nulla) e il corpo 

ǇǊƻǎŜƎǳŜ ƛƭ ǎǳƻ Ƴƻǘƻ ǇŜǊ ƛƭ ǇǊƛƴŎƛǇƛƻ ŘΩƛƴŜǊȊƛŀ. Appena oltre il punto di equilibrio la forza di richiamo si 

ƛƴǾŜǊǘŜ ŘŜǘŜǊƳƛƴŀƴŘƻ ǳƴΩŀŎŎŜƭŜǊŀȊƛƻƴŜ ƻǇǇƻǎǘŀ ŀƭƭŀ ŘƛǊŜȊƛƻƴŜ ŘŜƭ ƳƻǘƻΦ 5ƛ ŎƻƴǎŜƎǳŜƴȊŀ ƭŀ ǾŜƭƻŎƛǘŁ ŘŜƭ 

corpo diminuisce fino ad annullarsi.  

Quando ciò accade il corpo ha coperto lo stesso dislivello inizialmente dato. Il punto di massima altezza è 

un punto di inversione del moto. 

                                                           
1
 Se al corpo si comunica una velocità iniziale, il moto successivo avviene in un piano fisso se la velocità appartiene al 

piano individuato dal filo e dal vettore Ὣᴆ. In caso contrario, il filo descrive un cono con vertice nel punto fisso. 

Figura 1: Rappresentazione schematica del pendolo semplice 
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 Si nota che la traiettoria seguita dal corpo è simmetrica rispetto alla perpendicolare condotta dal centro di 

oscillazione. Conseguentemente, una volta raggiunto ƛƭ Ǉǳƴǘƻ Řƛ ƛƴǾŜǊǎƛƻƴŜΣ ƛƭ Ƴƻǘƻ ǎƛ ǊƛǇŜǘŜ ƴŜƭƭΩŀƭǘǊƻ verso 

con le stesse caratteristiche dinamiche e cinematiche già descritte. 

Quando il corpo torna nella condizione iniziale si dice che il pendolo ha descritto ǳƴΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ completa. 
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2. Lo schema newtoniano 

Se assumiamo che il moto del pendolo avvenga in assenza di attriti, le uniche forze agenti sul corpo sono il 

peso e la tensione del filo. 

Risolviamo il problema del moto utilizzando il 

secondo principio della dinamica: 

άὥᴆ= άὫᴆ †ᴆ        [NE1] 

Il moto susseguente avviene in un piano se 

ƭΩŜǾŜƴǘǳŀƭŜ ǾŜƭƻŎƛǘŁ ƛƴƛȊƛŀƭŜ ƎƛŀŎŜ ƴŜƭ Ǉƛŀƴƻ 

individuato da †ᴆ e da Ὣᴆ. Ciò accade perché sussiste 

ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ǇǊƛƳƻ del momento della quantità di moto 

ƭǳƴƎƻ ƭΩŀǎǎŜ ǇŜǊǇŜƴŘƛŎƻƭŀǊŜ ŀƭ Ǉƛŀƴƻ Řƛ ƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜΦ 

Detto P il punto materiale,  W il punto di sospensione 

e ὺᴆ il vettore velocità (tangente alla traiettoria) si ha 

sempre Џὖ Ὣ᷈ᴆɇὺᴆ= 0.  

Infatti se moltiplichiamo la [NE1] per  La quantità 

Џὖ ὺ᷈ᴆ si ottiene: 

Џὖ Ὣ᷈ᴆɇά
Ὠὺᴆ

Ὠὸ
= Џὖ Ὣ᷈ᴆɇάὫᴆ Џὖ Ὣ᷈ᴆɇ†ᴆ    

con le quantità al secondo membro che si annullano 

perché Џὖ Ὣ᷈ᴆ è perpendicolare sia a Ὣᴆ che a †ᴆ   . 

Dunque Џὖ Ὣ᷈ᴆɇά
Ὠὺᴆ

Ὠὸ
= 0. 

Se ora esaminiamo la quantità 
d Џὖ᷈ Ὣᴆɇὺᴆ

dt
  troviamo che: 

d Џὖ Ὣ᷈ᴆɇὺᴆ

dt
=

dЏὖ

dt
Ὣ᷈ᴆɇὺᴆ+ Џὖ᷈

ὨὫᴆ

Ὠὸ
ɇὺᴆ+ Џὖ Ὣ᷈ᴆɇ

Ὠὺᴆ

Ὠὸ
= 0 

perché 
dЏὖ

dt
= ὺᴆ e ciò rende nullo il primo prodotto misto, 

ὨὫᴆ

Ὠὸ
= 0 perché la forza peso è costante nel tempo 

Ŝ ƭΩǳƭǘƛƳƻ ǘŜǊƳƛƴŜ ŝ ƴǳƭƭƻ ǇŜǊ ǉǳŀƴǘƻ ŘƛƳƻǎǘǊŀǘƻ ƛƴ ǇǊŜŎŜŘŜƴȊŀΦ 5ǳƴǉǳŜ Џὖ Ὣ᷈ᴆɇὺᴆ= ὧέίὸὥὲὸὩ durante 

tutto il moto e in particolare Џὖ Ὣ᷈ᴆɇὺᴆ= 0 se inizialmente ὺᴆ= 0 oppure se inizialmente la velocità 

appartiene al piano individuato dal filo e da Ὣᴆ. 

Dalla condizione di inestensibilità del filo discende che il corpo descrive una traiettoria a distanza costante 

dal centro di oscillazione, ovvero un arco di circonferenza. Una scelta particolarmente vantaggiosa del 

sistema di riferimento ŝ ǉǳŜƭƭŀ Řƛ ǇǳƴǘŀǊŜ ƭΩƻǊƛƎƛƴŜ ŘŜƎƭƛ ŀǎǎƛ ǎǳƭ ŎƻǊǇƻ Ŝ ǇǊŜƴŘŜǊŜ ǳƴ ŀǎǎŜ ƭǳƴƎƻ la direzione 

istantanea del filo (quindi lungo ƛƭ ǊŀƎƎƛƻ ŘŜƭƭŀ ŎƛǊŎƻƴŦŜǊŜƴȊŀύ Ŝ ƭΩŀƭǘǊƻ ŀǎǎŜ ƭǳƴƎƻ ƭŀ ŘƛǊŜȊƛƻƴŜ ǘŀƴƎŜƴǘŜ ŀƭƭŀ 

traiettoria. 

Con questa scelta, la proiezione della [NE1] sugli assi è: 

Figura 2: Diagramma di corpo libero 
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άὥὸ= άὫsin—     

άὥὲ= άὫcos— †
ᵼ

άὺ= άὫsin—      

ά
ὺ2

ὶ
= άὫcos— †

        [NE2] 

La configurazione del sistema suggerisce di passare alle variabili angolo per la descrizione del moto. Infatti, 

la conoscenza della funzione q = qόǘύ ŎƘŜ ǊŀǇǇǊŜǎŜƴǘŀ ƭΩŀƴƎƻƭƻ ŦƻǊƳŀǘƻ Řŀƭ Ŧƛƭƻ ǊƛǎǇŜǘǘƻ ŀƭƭŀ ŎƻƴŦƛƎǳǊŀȊƛƻƴŜ 

di equilibrio verticale è sufficiente per descrivere completamente il moto del pendolo. Dunque il pendolo 

semplice è un sistema con un solo grado di libertà. 

Passando da coordinate cartesiane a coordinate polari, la [NE2] diventa: 

άὶ—+ 2ὶ— = άὫsin—

ά ὶ ὶ—2 = άὫcos— †

          [NE3] 

La condizione di inestensibilità ὶ= ὰ= ὧέίὸὥὲὸὩ  implica ὶ= ὶ= 0 consentendo una notevole 

semplificazione delle [NE3] (dopo aver eliminato le masse) 

ὰ—= Ὣsin—            

άὰ—2 = άὫcos— †

        [NE4] 

Il sistema di equazioni è accoppiato: la prima equazione risolve il problema del moto perché restituisce 

la funzione q(t), dalla seconda si possono ottenere informazioni sulla tensione del filo solo dopo aver 

determinato q(t). 5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΣ ǇƻƛŎƘŞ ƭΩǳƴƛŎŀ ŦƻǊȊŀ ŀǘǘƛǾŀ ǇǊŜǎŜƴǘŜ ŝ ŎƻƴǎŜǊǾŀǘƛǾŀΣ ƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ƳŜŎŎŀƴƛŎŀ è 

una costante del moto. Questo consente di esprimere t solo in funzione di q e delle condizioni iniziali.  

Infatti da: 

1

2
άὰ2—2 άὫὰ1 cos— =

1

2
άὰ2—0

2
άὫὰ1 cos—0  

si ricava: 

—2 = —0
2

2
Ὣ

ὰ
cos—+ 2

Ὣ

ὰ
cos—0 

Sostituendo nella [N4] e invertendo per t si ha: 

†= ά 3Ὣcos— 2Ὣcos—0 + άὰ—0
2

       [NE5] 

  



Gianluca Lovino 
Il pendolo: fisica di un sistema (non) semplice 

9 

 

3. Analisi degli zeri della funzione di 
Weierstrass 

Come tutti i sistemi meccanici classici, la soluzione ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ del pendolo è contenuta in 

ǳƴΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘƛŦŦŜǊŜƴȊƛŀƭŜ ŘŜƭ ǎŜŎƻƴŘƻ ƻǊŘƛƴŜ ŘŜƭ ǘƛǇƻΥ 

—= Ὢ—    [AW1] 

Questa equazione è equivalente al sistema del primo ordine: 

 
—= ύ      
ύ= Ὢ—

 

Quando si è alla ricerca delle caratteristiche formali delle soluzioni —ὸ della [AW1] è conveniente 

ŀǎǎƻŎƛŀǊŜ ŀŘ Ŝǎǎŀ ƭƻ ǎǘǳŘƛƻ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ ǇǊƛƳƻ ƻǊŘƛƴŜΥ 

—2 = ɮ—    [AW2] 

detta equazione di Weierstrass2. 

I motivi di questa indagine sono molteplici: in primo luogo ɮ— è una primitiva di 2Ὢ—, infatti                 

ɮ— = 2Ὢ(—). vǳŜǎǘƻ ƛƳǇƭƛŎŀ ŎƘŜ ƻƎƴƛ ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ [AW1] è anche soluzione della 

[AW2] purché ɮ—0 = ύ0
2. 

Infatti: 

Ὠ

Ὠὸ
—2 ɮ— = 2—— ɮ——= 2—— 2Ὢ——= 2—— Ὢ—  

Dunque ogni soluzione della [AW1] rende costante la funzione —2 ɮ—. Ma se è verificata la condizione 

ɮ—0 = ύ0
2, allora sarà —2 ɮ— = 0 e quindi in tale ipotesi ogni soluzione della [AW1] è anche 

soluzione della [AW2]. Dalla stessa sequenza di uguaglianze si vede che vale anche il viceversa escludendo i 

punti in cui —= 0. 

[ΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Řƛ ²ŜƛŜǊǎǘǊŀǎǎ ŘΩŀƭǘǊa parte contiene molte utili informazioni sulle soluzioni ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ 

motoΦ [ŀ ŎƘƛŀǾŜ Řƛ ƭŜǘǘǳǊŀ ǎǘŀ ƴŜƭƭΩƻǎǎŜǊǾŀǊŜ ŎƘŜ ƛ Ǉǳƴǘƛ q del moto sono solo quelli appartenenti ad 

intervalli per i quali ɮ— è definita positiva. Questi intervalli sono naturalmente delimitati dagli zeri di 

ɮ— che, in base alla [AW2] sono i punti di arresto del moto del pendolo. 

Dunque lo studio degli zeri della funzione d Weierstrass ha un ruolo determinante nella soluzione 

ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ. 

                                                           
2
 la funzione F prende il nome di funzione di Weierstrass. 
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Nel caso del pendolo ǎŜƳǇƭƛŎŜΣ ǳƴΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ 

per — si può ottenere dalla legge di 

ŎƻƴǎŜǊǾŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩenergia (con riferimento alla 

figura): 

1

2
άὰ2—2 άὫὰcos—= Ὧ 

ovvero 

—2 = 2
Ὧ

άὰ2
+
Ὣ

ὰ
cos—  

e posto Ὤ=
Ὧ

άὫὰ
 e ‫2 =

Ὣ

ὰ
 si ottiene: 

—2 = 2‫2 Ὤ+ cos— 

ŎƘŜ ŀǎǎǳƳŜ ƭŀ ŦƻǊƳŀ Řƛ ǳƴΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Řƛ 

Weierstrass con ɮ— = 2‫2 Ὤ+ cos—. 

 

 

 

¶ quando 0 < Ὤ< 1 (nella figura h=0 ad esempio) esistono due zeri semplici della funzione  

ɮ— = 2‫2 Ὤ+ cos— simmetrici rispetto al punto —= 0. Questi sono punti di arresto per la 

funzione —(ὸ) ma non sono punti di equilibrioΦ LƴŦŀǘǘƛΣ ƭΩŀƴƴǳƭƭŀǊǎƛ Řƛ ɮ— implica —= 0 in base alla 

ŘŜŦƛƴƛȊƛƻƴŜΣ Ƴŀ ǉǳŜǎǘƻ ƴƻƴ ƛƳǇƭƛŎŀ ƭΩŀƴƴǳƭƭŀǊǎƛ ŘŜƭƭŀ Ὢ(—) ƴŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ [AW1]. 

[ΩŀŎŎŜƭŜǊŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ǉǳƴǘƻ ƳŀǘŜǊƛŀƭŜ ƴƻƴ ŝ ǉǳƛƴŘƛ ƴǳƭƭŀ Ŝ ƛƭ ŎƻǊǇƻ ƴƻƴ ǇǳƼ ǊŜǎǘŀǊŜ ƴŜƭ Ǉǳƴǘƻ Řƛ 

arresto ed è obbligato a tornare indietro e ripercorrere la sua traiettoria fino ad arrivare al punto di 

arresto simmetrico. Gli zeri semplici della funzione di Weierstrass sono allora due punti di 

inversione del moto. Il moto risultante è di tipo oscillatorio con periodo dato da: 

 

Ὕ= 2
Ὠ—

ɮ—

—2

—1

 

 

[Ωƛƴtegrale dato è improprio poiché la funzione integranda non è definita negli estremi di 

integrazione, ma ha un valore finito perché in essi ɮ— è un infinitesimo di ordine 1  (gli zeri sono 

semplici) e quindi 
1

ɮ —
 ha un infinito di ordine 

1

2
. 

¶ quando Ὤ= 1 si ha che q= 0 è una radice sia di ɮ= 0 che di ɮ= 0 e dunque è uno zero 

doppio. Lƴ ōŀǎŜ ŀƭƭŀ ŘŜŦƛƴƛȊƛƻƴŜΣ ƭΩŀƴƴǳƭƭŀǊǎƛ ŘŜƭƭŀ ŘŜǊƛǾŀǘŀ ǇǊƛƳŀ ŘŜƭƭŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ Řƛ ²ŜƛŜǊǎǘǊŀǎǎ 

ŘŜǘŜǊƳƛƴŀ ƭΩŀƴƴǳƭƭŀǊǎƛ Řƛ Ὢ(—) e conseguentemente per q= 0 si ha —= 0 (per la definizione di ɮ) e 

—= 0 όŘŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ [AW1]). Dunque la soluzione q(ὸ) = ὧέίὸὥὲὸὩ è certamente 

ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ Ŝ q= 0 è un punto di equilibrio stabile. (infatti per piccole 

oscillazioni questo zero doppio si separa in due zeri semplici e dà luogo ad oscillazioni attorno al 

punto di equilibrio). 

Figura 3: Riferimento cartesiano utilizzato per la definizione dello zero 
dell'energia potenziale 
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¶ se Ὤ= 0 la funzione di Weierstrass ammette due zeri doppi per —= ±“. Questi punti non possono 

essere raggiunti in un tempo finitoΦ LƴŦŀǘǘƛ ǎǘŀǾƻƭǘŀ ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ 

 

ὸ— =
Ὠ—

ɮ—

“

—

 

 

non può essere limitato in —= “ (o anche in  —= “) poiché ɮ— è un infinitesimo di ordine 2  

(gli zeri sono doppi) e quindi 
1

ɮ —
 ha un infinito di ordine 1. 

¶ Se infine Ὤ> 1 (nella figura h=2 ad esempio) la funzione di Weierstrass non si annulla mai ed è 

sempre positiva. Pertanto il pendolo Ǌǳƻǘŀ Ŏƻƴ Ƴƻǘƻ ǇŜǊƛƻŘƛŎƻ ŘŜǎŎǊƛǾŜƴŘƻ ƭΩƛƴǘŜǊŀ ŎƛǊŎƻƴŦŜǊŜƴȊŀ Řƛ 

con centro nel punto di oscillazione senza fermarsi mai. 

Figura 4: Zeri della funzione di Weierstrass al vaariare del parametro h 
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4. Linearizzazione 

 

[ΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ 

ὰ—= Ὣsin—     [LI1] 

ŝ ǳƴΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘƛŦŦŜǊŜƴȊƛŀƭŜ ŘŜƭ ǎŜŎƻƴŘƻ ƻǊŘƛƴŜ ƴƻƴ ƭƛƴŜŀǊŜ ŀ ŎƻŜŦŦƛŎƛŜƴǘƛ ŎƻǎǘŀƴǘƛΣ ǇŜǊǘŀƴǘƻ ƭŀ ǎǳŀ 

soluzione non può essere espressa attraverso una combinazione di funzioni elementari. 

Ricordando che lo sviluppo della funzione seno in serie di potenze è  

sin—=
1 ὲ

2ὲ+ 1 !
ɇ—2ὲ+ 1

Њ

0

 

si osserva che per angoli ragionevolmente piccoli (—ᴼ0) lo sviluppo può essere arrestato al solo primo 

termine. Questa approssimazione consente di ƭƛƴŜŀǊƛȊȊŀǊŜ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ [LI1] che si riduce alla 

ὰ—= Ὣ—           [LI2] 

La [LIнϐ ǊŀǇǇǊŜǎŜƴǘŀ ƛƭ ǇǊƻǘƻǘƛǇƻ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘƛŦŦŜǊŜƴȊƛŀƭŜ ŘŜƭƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ ŀǊƳƻƴƛŎƻ. 

Soluzione 

Portiamo la [LI2] a forma canonica e poniamo =‫
Ὣ

ὰ
: 

—+ =—‫2 0        [LI3] 

Per integrare questa equazione consideriamo che: 

—Ḱ
Ὠ2—

Ὠὸ2
=
Ὠ

Ὠὸ

Ὠ—

Ὠὸ
=
Ὠ

Ὠ—

Ὠ—

Ὠὸ

Ὠ—

Ὠὸ
Ḱ
Ὠ—

Ὠ—
— 

Sostituendo questa espressione nella [L3] otteniamo: 

Ὠ—

Ὠ—
—+ =—‫2 0 ᵼ—Ὠ—+ =—Ὠ—‫2 0 

Dopo una prima integrazione otteniamo: 

—2 + 2—‫2 = ὧ                 ὧɴ ᴙ              [LI4] 

5ŀǘŀ ƭΩŀǊōƛǘǊŀǊƛŜǘŁ ŘŜƭƭŀ ŎƻǎǘŀƴǘŜ Řƛ ƛƴǘŜƎǊŀȊƛƻƴŜ ŎΣ ǇƻǎǎƛŀƳƻ ǇƻǊǊŜ  ὧ= .‫2ὃ2 

La [LI4] si trasforma in: 

—2 = ‫2ὃ2 2—‫2    ᵼ—= ±‫ ὃ2 —2 

Separando le variabili si ottiene: 
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Ὠ—

±Ѝὃ2 —2
= ‫Ὠὸ 

ed integrando la seconda volta si ottiene una delle forme: 

ὥὶὧsin
—

ὃ
= +‫ὸ •  

ὥὶὧcos
—

ὃ
= +‫ὸ •  

/ƻƴǎŜƎǳŜƴǘŜƳŜƴǘŜΣ ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƎŜƴŜǊŀƭŜ ŘŜƭƭŀ ώ[I2] si può scrivere:  

—ὸ= ὃsin +‫ὸ •       [LI5] 

Le costanti di integrazione A e w si possono determinare conoscendo le condizioni al contorno del 

problema del moto:  

—0 = —0

—0 = —0

ᵼ

—0 = ὃsin•

—0 = ὃ•‫cos
ᵼ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ tan•= ‫

—0

—0

ὃ= —0
2 +

—0

‫

2
 

In generale si consideri che la soluzione della [LI2] può essere posta sottoforma di combinazione lineare di 

una funzione seno e una funzione coseno della variabile t ciascuna pesata da una costante da determinare 

imponendo le condizioni al contorno. 

Dalla periodicità della funzione seno discende che: 

sin +‫ὸ • = sin +‫ὸ •+ 2“ = sin +‫ὸ Ὕ + • 

da cui =‫
2“

Ὕ
   [LI6] 

Figura 5: Oscillazioni armoniche per piccole oscillazioni 
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Dunque la costante .è legata al periodo di oscillazione ed ha le dimensioni di una velocità angolare ‫ 

.prende il nome di pulsazione del moto di oscillazione armonica ‫ 

Invertendo la [LIрϐ ǎƛ ƻǘǘƛŜƴŜ ƭΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ del periodo di oscillazione del pendolo: 

Ὕ=
2“

‫
ᵼὝ= 2“

ὰ

Ὣ
         [LI7] 
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5. Anisocronismo 

 

La relazione [LI7] 

Ὕ= 2“
ὰ

Ὣ
 

esprime il periodo del pendolo ed è valida solo per le ampiezze di oscillazione per le quali è ragionevole 

ƭΩŀǇǇǊƻǎǎƛƳŀȊƛƻƴŜ sin—ḗ—. Questa infatti determina la linearizzazione ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ 

portandola alla forma canonica ŘŜƭƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ ŀǊƳƻƴƛŎƻ. 

Si conclude, pertanto, che le oscillazioni del pendolo sono armoniche e isocrone solo per piccole 

oscillazioni. 

Per studiare il comportamento del pendolo per oscillazioni la cui ampiezza non rispetta la condizione 

sin—ḗ— ƻŎŎƻǊǊŜ ǘƻǊƴŀǊŜ ŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ: 

ὰ—= Ὣsin—    [AN1] 

e considerare la seguente identità: 
Ὠ

Ὠὸ
—2 = 2——.    [AN2] 

Se moltiplichiamo la [AN1] per 2— otteniamo: 

2ὰ——= 2Ὣ—sin—  

Ŝ ǳǘƛƭƛȊȊŀƴŘƻ ƭΩƛŘŜƴǘƛǘŁ ώ!N2] essa si riduce a: 

ὰ
Ὠ

Ὠὸ
—2 + 2Ὣ

Ὠ

Ὠὸ
cos—= 0     [AN3] 

 

 Ipotizziamo che le condizioni al contorno siano: 

—0 = —0

—0 = 0

 

Pertanto, integrando la [A3] rispetto a t si ottiene: 

ὰ
Ὠ

Ὠὸᴂ
—2 + 2Ὣ

Ὠ

Ὠὸᴂ
cos—Ὠὸᴂ

ὸ

0

= ὰ—ᴂ2
0

—
+ 2Ὣȿcos—ᴂȿ—0

— = ὰ—2 + 2Ὣcos— cos—0 = 0 

Dunque: 

—= ±
2Ὣ

ὰ
ɇ cos— cos—0              [AN4] 
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Separando le variabili possiamo risolvere per quadrature: 

Ὠὸ=
Ὠ—

±
2Ὣ
ὰ
ɇ cos— cos—0

 

Ora integriamo tra 0 e t utilizzando le stesse condizioni iniziali: 

ὸ(—) = ±
ὰ

2Ὣ
ɇlim
‐O 0

Ὠ—ᴂ

cos—ᴂ cos—0

—

—0+‭

 

La funzione ὸ— esprime il tempo di oscillazione in termini della posizione angolare del pendolo. Si 

consideri che il pendolo parte dalla posizione iniziale —0 e si porta, dopo mezza oscillazione, nella posizione 

angolare opposta —0. Dunque ὸ —0  corrisponde a metà periodo di oscillazione. 

Pertanto: 

Ὕ

2
= ὸ —0 =

ὰ

2Ὣ
ɇlim
‐O 0

Ὠ—ᴂ

cos—ᴂ cos—0

—0+‭

—0+‭

= lim
‐O 0

Ὠ—ᴂ

cos—ᴂ cos—0

—0+‭

—0+‭

 

in cui ƴŜƭƭΩǳƭǘƛƳƻ ǇŀǎǎŀƎƎƛƻ ǎƛ ŝ ǳǘƛƭƛȊȊŀǘŀ ƭŀ ǇŀǊƛǘŁ ŘŜƭƭŀ ŦǳƴȊƛƻƴŜ ŎƻǎŜƴƻ ǇŜǊ ƛƴǾŜǊǘƛǊŜ Ǝƭƛ ŜǎǘǊŜƳƛ Řƛ 

integrazione senza modificare la funzione integranda. Lƴ ǉǳŜƭƭƻ ŎƘŜ ǎŜƎǳŜ ƛƭ ƭƛƳƛǘŜ ŘŜƭƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƛƳǇǊƻǇǊƛƻ 

viene omesso. 

Utilizzando le formule di bisezione per esprimere il coseno in funzione del quadrato del seno si ha: 

Ὕ

2
=

ὰ

2Ὣ
ɇ

1

Ѝ2

Ὠ—ᴂ

sin2—0
2 sin2—

2

—0

—0

 

 

tŜǊ ǊŜƴŘŜǊŜ ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ǇƛǴ ǘǊŀǘǘŀōƛƭŜ ƻǇŜǊƛŀƳƻ ǳƴ ŎŀƳōƛŀƳŜƴǘƻ Řƛ ǾŀǊƛŀōƛƭŜΥ sin
—

2
= sin

—0

2
sinɡ 

Questo implica le seguenti uguaglianze: 

ừ
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
ứ

cos
—

2
= 1 sin2

—0

2
sin2ɡ                                                                                                      

1

2
cos
—

2
Ὠ—= sin

—0

2
cosɡdɡᵼdʃ=

2sin
—0
2 cosɡdɡ

cos
—
2

ᵼdʃ=
2sin
—0
2 cosɡdɡ

1 sin2—0
2 sin2ɡ

 

inoltre se —= 0 allora ɡ= 0 e se —= —0 allora ɡ=
“

2
 . 
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{ƻǎǘƛǘǳŜƴŘƻ ƴŜƭƭΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ ŘŜƭ ƳŜȊȊƻ ǇŜǊƛƻŘƻ: 

Ὣ

ὰ
ɇT =

2sin
—0
2

cosɡdɡ

1 sin2—0
2

sin2ɡ

sin
—0
2
Ѝ1 sin2ɡ

ʌ
2

ʌ
2

=
2 cosɡdɡ

1 sin2—0
2 sin2ɡɇЍ1 sin2ɡ

ʌ
2

ʌ
2

=
2dɡ

1 sin2—0
2 sin2ɡ

ʌ
2

ʌ
2

 

 

da cui ancora: 

Ὣ

ὰ
ɇT = 4

dɡ

1 sin2—0
2

sin2ɡ

ʌ
2

0

 

[ΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ŀƭ ǎŜŎƻƴŘƻ membro è un integrale ellittico completo di prima specie:  

K sin2
—0

2
=

dɡ

1 sin2—0
2 sin2ɡ

ʌ
2

0

 

5ƛ ŎƻƴǎŜƎǳŜƴȊŀΣ ƭΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ ŘŜƭ ǇŜǊƛƻŘƻ di oscillazione del pendolo ǇŜǊ ǳƴΩŀƳǇƛŜȊȊŀ ǉǳŀƭǳƴǉǳŜ ŝ 

T = 4
l

g
ẗK sin2

—0

2
  [AN5] 

Questa relazione pone in evidenza il fatto che il periodo del pendolo ŘƛǇŜƴŘŜ ŘŀƭƭΩŀƳǇƛŜȊȊŀ Řƛ ƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ Ŝ 

ŘǳƴǉǳŜ ƭΩƛǇƻǘŜǎƛ Řƛ ƛǎŎƻŎǊƻƴƛŀ ŘŜƭƭŜ ƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴƛ ŘŜǾŜ ŜǎǎŜǊŜ ŀōōŀƴŘƻƴŀǘŀΦ 

[ΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ŜƭƭƛǘǘƛŎƻ può essere valutato sviluppando la funzione integranda in serie di potenze: 

1

1 sin2—0
2 sin2ɡ

= 1 +
2n + 1 ᴅ

2n + 2 ᴅ
sin2
—0

2
sin2ɡ

n+ 1Њ

n= 0

 

5ΩŀƭǘǊŀ ǇŀǊǘŜΥ 

sinnɡὨɡ=
ὲ 1 ᴅ

ὲᴅ

“
2

0

“

2
 

con n pari. 
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{ƻǎǘƛǘǳŜƴŘƻ ƴŜƭƭΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ ŘŜƭ ǇŜǊƛƻŘƻ e integrando si ottiene: 

Ὕ= 2“
ὰ

Ὣ
1 +

1

2

2
sin2 —0

2
+

1ɇ3

2ɇ4

2
sin4 —0

2
+

1ɇ3ɇ5

2ɇ4ɇ6

2
sin6 —0

2
+ Ễ   [AN6] 

 

Naturalmente, nel limite delle piccole oscillazioni, se consideriamo —0 ᴼ0 lo sviluppo in serie può essere 

ŀǊǊŜǎǘŀǘƻ ŀƭ ǇǊƛƳƻ ǘŜǊƳƛƴŜ όƛƴŘƛǇŜƴŘŜƴǘŜ ŘŀƭƭΩŀƳǇƛŜȊȊŀύΦ Lƴ ǘŀƭ Ŏŀǎƻ K sin2 —0

2
ᴼ
“

2
 e ritroviamo il risultato 

ŘŜƭƭΩŀǇǇǊƻǎǎƛƳŀȊƛƻƴŜ ƭƛƴŜŀǊŜΥ 

lim
—0 0O
Ὕ= 2“

ὰ

Ὣ
 

Inoltre, se —0 ᴼ“ la serie numerica racchiusa in parentesi quadre diverge e con essa il periodo. Ciò significa 

che il periodo di oscillazione diventa infinitamente lungo per ampiezze che si avvicinano a “: 

lim
—0 “O

Ὕ= +Њ 

 

  

Figura 6: Sviluppo in serie del periodo del pendolo fino all'ordine 8 
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6. Lo schema lagrangiano 

Sebbene le considerazioni che riguardano le proprietà energetiche del pendolo semplice si possano 

affrontare già nello schema newtoniano, è più interessante vederle emergere in un contesto lagrangiano in 

cui trovano una più naturale collocazione e relazione con le proprietà di simmetria del sistema. 

Il pendolo ǎŜƳǇƭƛŎŜ ǎƛ ƳǳƻǾŜ ǎƻǘǘƻ ƭΩŀȊƛƻƴŜ Řƛ ǳƴŀ ǎƻƭŀ ŦƻǊȊŀ ŀǘǘƛǾŀ, ovvero la forza peso. 

{Ŝ ǎŎŜƎƭƛŀƳƻ ƭΩŀƴƻƳŀƭƛŀ q come (unica) coordinata generalizzata, possiamo scrivere la lagrangiana del 

sistema nella forma (ὰ= 0): 

fl—,— Ḱὑ Ὗ=
1

2
άὰ2—2 άὫὰ1 cos—      [LA1] 

Utilizzando le equazioni di Eulero-Lagrange ǎƛ ƻǘǘƛŜƴŜ ŘƛǊŜǘǘŀƳŜƴǘŜ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ del pendolo 

semplice: 

Ὠ

Ὠὸ

Ὠfl

Ὠ—

Ὠfl

Ὠ—
= 0ᵼάὰ2—+ άὫὰsin—= 0 

ovvero: 

—+
Ὣ

ὰ
sin—= 0      [LA2] 

che è la stessa equazione in precedenza risolta. 

vǳŜǎǘŀ ŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŝ ǾŀƭƛŘŀ ǎƻƭƻ ƴŜƭƭΩƛǇƻǘŜǎƛ ƛƴ ŜǎǘŜƴŘƛōƛƭƛǘŁ ŘŜƭ ǇŜƴŘƻƭƻΦ {Ŝ ƛƴǾŜŎŜ ὶ= ὰὸ ƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ŎƛƴŜǘƛŎŀ 

del moto di oscillazione contiene un termine in più e la lagrangiana diventa: 

fl—,— Ḱὑ Ὗ=
1

2
ά ὰ2 + ὰ2—2 άὫὰ1 cos— 

In questo caso l non è costante nel tempo e si avrà: 

Ὠ

Ὠὸ

Ὠfl

Ὠ—
=
Ὠ

Ὠὸ
άὰ2— = 2άὰ—+ άὰ2— 

Řƛ ŎƻƴǎŜƎǳŜƴȊŀ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Řƛ ƭŀƎǊŀƴƎŜ ǇŜǊ ƭa coordinata q è data da: 

Ὠ

Ὠὸ

Ὠfl

Ὠ—

Ὠfl

Ὠ—
= 0ᵼάὰ2—+ 2άὰ—+ άὫὰsin—= 0 

ovvero: 

—+ 2
ὰ

ὰ
—+
Ὣ

ὰ
sin—= 0   [LA3] 

vǳŜǎǘŀ ŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ǎƛ ǊƛŘǳŎŜ ŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ del pendolo ǎŜƳǇƭƛŎŜ ƴŜƭƭΩƛǇƻǘŜǎƛ ƛƴ Ŏǳƛ ὰ= ὧέίὸὥὲὸὩᵼ

ὰ= 0. 
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7. Integrale primo del moto 

Nel paradigma lagrangiano è di particolare rilevanza la discussione sulle proprietà invariantive della 

funzione fl. 

Osserviamo innanzitutto che il pendolo semplice fa parte di una particolare classe di sistemi con traiettoria 

ǇǊŜǎǘŀōƛƭƛǘŀ ǇŜǊ ƛ ǉǳŀƭƛ ƻƭǘǊŜ ŀŘ ŜǎǎŜǊŜ ƴǳƭƭŜ ƭŜ ŦƻǊȊŜ Řƛ ŀǘǘǊƛǘƻΣ ƭΩǳƴƛŎŀ ŦƻǊȊŀ ŀǘǘƛǾŀ è posizionale. Questo è 

rilevante dal momŜƴǘƻ ŎƘŜ ƭŀ ŦƻǊȊŀ ŀǘǘƛǾŀ ǇǳƼ ŘƛǇŜƴŘŜǊŜ ǎƻƭƻ ŘŀƭƭΩŀǎŎƛǎǎŀ ŎǳǊǾƛƭƛƴŜŀ ŘŜƭƭŀ ǘǊŀƛŜǘǘƻǊƛŀ ŎƘŜ ŝ ŀ 

priori stabilita e, pertanto, risulta necessariamente conservativa.3 

Infatti, il lavoro sul tratto infinitesimo di curva è: 

Ὠὒ= ὊᴆɇὨίᴆ= ὊίὨί= Ὠ Ὂ„Ὠ„
ί0

ί

 

dove F(s) indica la componente tangenziale della forza attiva.  

In presenza di forze conservativeΣ ƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ƳŜŎŎŀƴƛŎŀ è una costante del moto e se il sistema ha un solo 

grado di libertà, come nel caso del pendolo semplice, la corrispondente legge di conservazione è sufficiente 

ǇŜǊ ǊƛŎŀǾŀǊŜ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ della coordinata lagrangiana generalizzata. 

Allo stesso tipo di conclusione si può arrivare osservando le proprietà di simmetria della funzione 

lagrangiana. 

In base alla [LI1], la lagrangiana del pendolo semplice non dipende esplicitamente dal tempo, quindi essa è 

invariante per traslazioni temporali. In base al teorema di Noether, il generatore di questo gruppo (che 

corrisponde ad una traslazione  temporale) è un integrale primo del moto. 

Pertanto: 

Ὠfl—,—

Ὠὸ
=
Ὠfl

Ὠ—

Ὠ—

Ὠὸ
+
Ὠfl

Ὠ—

Ὠ—

Ὠὸ
ᵼ
Ὠfl—,—

Ὠὸ
—
Ὠfl

Ὠ—
—
Ὠfl

Ὠ—
= 0 

In virtù delle equazioni di Eulero-Lagrange, 

Ὠfl

Ὠ—
=
Ὠ

Ὠὸ

Ὠfl

Ὠ—
 

e quindi: 

Ὠfl

Ὠὸ
—
Ὠ

Ὠὸ

Ὠfl

Ὠ—
—
Ὠfl

Ὠ—
= 0ᵼ

Ὠ

Ὠὸ
fl —

Ὠfl

Ὠ—
= 0 

 

Di conseguenza si conserva la quantità fl —
Ὠfl

Ὠ—
 

                                                           
3
 Si consideri che nel caso specifico, la forza attiva è la forza peso che è già conservativa. Ma il risultato notevole in 

meccanica è che in generale non tutte le forze posizionali sono conservative, ma certamente lo diventano se il corpo 
deve  muoversi lungo una traiettoria prefissata. 
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{ƻǎǘƛǘǳŜƴŘƻ ƭΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ Řƛ fl si ottiene: 

da cui: 

1

2
άὰ2—2 + άὫὰ1 cos— = ὧέίὸὥὲὸὩ   [IP1] 

Dunque il pendolo semplice ammette un solo integrale primo del moto ŎƘŜ ŎƻǊǊƛǎǇƻƴŘŜ ŀƭƭΩŜƴŜǊƎƛŀ 

meccanica totale (la sua hamiltoniana). Questo risultato è atteso anche nel paradigma newtoniano, dal 

ƳƻƳŜƴǘƻ ŎƘŜ ƭΩǳƴƛŎŀ ŦƻǊȊŀ ŀǘǘƛǾŀ sul pendolo è conservativa.  

Per determinare il valore della costante, consideriamo il pendolo nella posizione iniziale con anomalia —0 e 

velocità iniziale nulla. Il contenuto energetico del sistema è allora tutto potenziale e corrisponde a 

άὫὰ1 cos—0 . 

vǳƛƴŘƛ ŘǳǊŀƴǘŜ ƭΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ ŝ ŎƻǎǘŀƴǘŜƳŜnte verificata la relazione energetica. 

1

2
άὰ2—2 = άὫὰcos— cos—0     [IP2] 

Grazie a questo integrale primo è possibile risolvere il problema del moto a quadrature. Infatti: 

—= ±
2Ὣ

ὰ
cos— cos—0  

da cui 

Ὠὸ=
Ὠ—

±
2Ὣ
ὰ
ɇ cos— cos—0

 

che conduce alla stessa procedura analitica del precedente capitolo. 

Concentriamoci qui, invece, sulle condizioni di realtà della funzione —. Imponendo positivo o nullo il 

radicando al denominatore otteniamo: 

cos— cos—0 0 

che equivale a  

cosȿ—ȿ cosȿ—0ȿ 0 

perché il coseno è una funzione pari. Constatato che tutte le configurazioni fisiche del pendolo sono incluse 

ƴŜƭƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ ȿ—ȿ “, la precedente relazione ha come soluzione  

ȿ—ȿ ȿ—0ȿ     [IP3] 

Pertanto, se al pendolo non viene conferita una velocità iniziale, il suo moto può avvenire solo in modo che 

Ŝǎǎƻ ƴƻƴ ǇǊƻŎŜŘŀ ƻƭǘǊŜ ƭΩƻǊŘƛƴŀǘŀ ƛƴƛȊƛŀƭŜΦ !ƭ ǇƛǴ Ŝǎǎŀ Ǿiene raggiunta nei punti di inversione del moto in cui  

—= 0. 
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8. Lo schema hamiltoniano 

wƛŎŀǾƛŀƳƻ ƭΩƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ del pendolo semplice utilizzando la definizione di ꞊ come trasformata di 

Legendre di fl. 

Ricordiamo che fl=
1

2
άὰ2—2 άὫὰ1 cos— 

Definiamo q il momento canonico coniugato a q:        ὴ—=
Ὠfl

Ὠ—
= άὰ2—    [HM1] 

ὴ— si interpreta fisicamente come il momento angolare del punto materiale in oscillazione con polo nel 

punto fisso. 

Di conseguenza 

꞊Ḱ—ὴ— fl=
1

2
άὰ2—2 + άὫὰ1 cos— =

ὴ—
2

2άὰ2
+ άὫὰ1 cos—     [HM2] 

Le equazioni di Hamilton generano un sistema di 2 equazioni differenziali del primo ordine nelle funzioni 

—(ὸ) e ὴ—(ὸ) , la cui soluzione costituisce la soluzione del problema del moto: 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ —=

‬꞊

‬ὴ—

ὴ—=
‬꞊

‬—

ᵼ
—=

ὴ—
άὰ2

ὴ—= άὫὰsin—

ᵼ
ὴ—= άὰ2—

ὴ—= άὫὰsin—

      [HM3] 

Derivando la prima equazione rispetto al tempo e sostituendo nella seconda si ottiene: 

άὰ2—= άὫὰsin— 

ovvero  

—+
Ὣ

ὰ
sin—= 0    [HM4] 

ŎƘŜ ŝ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ del pendolo semplice già risolta in precedenza. 

Per piccole oscillazioni cos— 1
1

2
—2 Ŝ ƭΩƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ diventa una forma quadratica in —,ὴ—  che 

ŎƻƴŘǳŎŜ ǉǳƛƴŘƛ ŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ ŀǊƳƻƴƛŎƻ: 
 

꞊ =
ὴ—

2

2άὰ2
+
άὫὰ

2
—2    [HM5] 

 
[ΩŀǇǇǊƻŎŎƛƻ ƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴƻΣ ŘǳƴǉǳŜΣ ƴƻƴ ŀǇǇƻǊǘŀ ŀƭŎǳƴŀ ǎƻǎǘŀƴȊƛŀƭŜ ǎŜƳǇƭƛŦƛŎŀȊƛƻƴŜ ƴŜƭƭƻ ǎǘǳŘƛƻ ŘŜƭ ǇŜƴŘƻƭƻ 
ma è noto che esso permette un maggiore approfondimento formale dei sistemi fisici in generale. 
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9. Trasformazione a coordinata ciclica 

 
Consideriamo una soluzione alternativa del problema del moto del pendolo per piccole oscillazioni che 
passa attraverso una trasformazione canonica ŘŜƭƭΩƘŀƳƛltoniana. 
 
Consideriamo la funzione generatrice della trasformazione nella forma: 
 

ɰ—,ɡ,ὸ=
ά

2
‫ὰ2—2 cotɡ     [TC1] 

 
Questa funzione porta le vecchie coordinate —,ὴ—  nelle nuove coordinate ɡ,ὴɡ  e contestualmente 
ƭΩƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ ꞊ —,ὴ—  si trasforma in: 
 

ὴ——  ꞊ —,ὴ— = ὴɡɡ ꞊ ɡ,ὴɡ +
Ὠɰ—,ɡ,ὸ

Ὠὸ
 

 
ovvero 
 

ὴ——  ꞊ —,ὴ— = ὴɡɡ ꞊ ɡ,ὴɡ +
‬ɰ—,ɡ,ὸ

‬—

Ὠ—

Ὠὸ
+
‬ɰ—,ɡ,ὸ

‬ɡ

Ὠɡ

Ὠὸ
+
‬ɰ—,ɡ,ὸ

‬ὸ
 

 
Per la nostra scelta, la funzione generatrice non ha alcuna dipendenza esplicita dal tempo, pertanto: 
 

ὴ——  ꞊ —,ὴ— = ὴɡɡ ꞊ ɡ,ὴɡ +
‬ɰ—,ɡ,ὸ

‬—
—+
‬ɰ—,ɡ,ὸ

‬ɡ
ɡ 

 
Poiché — e ɡ sono linearmente indipendenti si ha: 
 

ὴɡ=
‬ɰ—,ɡ,ὸ

‬ɡ
ᵼὴɡ=

ά

2
‫ὰ2—2

1

sin2ɡ
     [TC2] 

 
 

ὴ—=
‬ɰ—,ɡ,ὸ

‬—
ᵼὴ—= ά‫ὰ2—cotɡ       [TC3] 

 
 

꞊ ɡ,ὴɡ = ꞊ —,ὴ—  
 
[ΩǳƭǘƛƳŀ ǊŜƭŀȊƛƻƴŜ ƛƴŘƛŎŀ ŎƘŜ ƭŀ ŦƻǊƳŀ ŘŜƭƭΩƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ nelle nuove coordinate non cambia rispetto a 
quella originale. Quindi la sua espressione analitica si può trovare sostituendo —,ὴ—  in funzione delle 
ɡ,ὴɡ . 

 
Dalla prima si ricava  

—2 =
2ὴɡsin2ɡ

ά‫ὰ2
 

 
Quadrando e sostituendo nella seconda si ottiene 
 

ὴ—
2 = 2ά‫ὰ2ὴɡcos2ɡ 
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Sostituendo in [HM5] 
 

꞊ —,ὴ— =
ὴ—

2

2άὰ2
+
άὫὰ

2
—2 

 
si ottiene  

꞊ ɸ,ὴɸ =
‫ὴɸcos2ɸ

+
Ὣὴɸsen2ɸ

‫ὰ
        [HM6]   

 

dove =‫
Ὣ

ὰ
. Sfruttando ancora la definizione di :‫ 

 
꞊ ɡ,ὴɡ = +‫ὴɡcos2ɡ ‫ὴɡsen2ɡ 

 
ovvero 
 

꞊ ɸ,ὴɸ = ‫ὴɸ               [HM7] 
 
 
Con questa ǇǊƻŎŜŘǳǊŀ ŀōōƛŀƳƻ ǇƻǊǘŀǘƻ ƭΩƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ in una forma in cui la coordinata ɡ è ciclica. Ciò 
significa che il suo momento coniugato ὴɡ è una costante del moto. Poiché ꞊  è indipendente dal tempo, 
essa ha il significato di energia meccanica del sistema che è a sua volta un integrale primo del moto. 
Dunque: 
 

ὴɡ=
Ὁ

‫
   [HM8] 

 
[ΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ per ɡ(t) invece diventa semplicemente: 
 

ɡ=
‬꞊

‬ὴɡ
= [HM9]             ‫ 

 
Da cui 

ɡt = +‫ὸ •               [HM10] 
 
In conclusione, ricordando la relazione  
 

—2 =
2ὴɡsin2ɡ

ά‫ὰ2
 

 
si  ha  
 

—ὸ=
2Ὁ

ά‫2ὰ2
sin +‫ὸ •                 [HM11] 

 
che come ǎŀǇǇƛŀƳƻ ŝ ƭŀ ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Řƛ ǳƴ ƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ ŀǊƳƻƴƛŎƻ. 
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10.  Schema di Hamilton-Jacobi 

bŜƭ ǇǊŜŎŜŘŜƴǘŜ ŎŀǇƛǘƻƭƻ ŀōōƛŀƳƻ Ǿƛǎǘƻ ŎƻƳŜ ǎƛŀ ǇƻǎǎƛōƛƭŜ ƳƻŘƛŦƛŎŀǊŜ ƭΩƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ del pendolo semplice 

ǇƻǊǘŀƴŘƻƭŀ ŀŘ ǳƴŀ ŦƻǊƳŀ ƛƴ Ŏǳƛ ƭΩǳƴƛŎŀ ŎƻƻǊŘƛƴŀǘŀ ƎŜƴŜǊŀƭƛȊȊŀǘŀ — ǎƛŀ ŎƛŎƭƛŎŀΤ ŘƻǇƻ Řƛ ŎƘŞ ƭΩƛƴǘŜƎǊŀȊƛƻƴŜ 

ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ diventa banale. 

Si può ora immaginare di adoperare una trasformazione canonica che porti la coordinate (—,ὴ—) a valori 

costanti, ad esempio coincidenti con i loro valori iniziali. 

Poiché questa trasformazione può essere rappresentata simbolicamente nella forma: 

—= ——0,ὴ—0,ὸ

ὴ—= ὴ——0,ὴ—0,ὸ
        [HJ1] 

ŝ ŎƘƛŀǊƻ ŎƘŜ ƭŀ ǎǳŀ ƛŘŜƴǘƛŦƛŎŀȊƛƻƴŜ ŎƻǊǊƛǎǇƻƴŘŜ ŀ ǘǊƻǾŀǊŜ ƭŀ ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ. 

Supponiamo che questa trasformazione esista e che porti la vecchia hamiltoniana ꞊ ʃ,ὴʃ  nella nuova 

ὑɡ,ὴɡ . 

Se imponiamo che le nuove coordinate generalizzate siano costanti, le loro equazioni del moto devono 

essere: 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứɡ=

‬ὑ

‬ὴɡ
= 0 

        

ὴɡ=
‬ὑ

‬ɡ
= 0

         [HJ2] 

Ŝ Řŀǘŀ ƭΩƛƴŘƛǇŜƴŘŜƴȊŀ delle coordinate ɡ,ὴɡ , deve essere necessariamente K=0. 

Dal momento che la vecchia e la nuova hamiltoniana differiscono al più per la derivata parziale rispetto al 

tempo della funzione che induce la trasformazione si ha che: 

ὑɡ,ὴɡ = ꞊ ʃ,ὴʃ +
‬Ὓ

‬ὸ
= 0             [HJ3] 

{ ǇǊŜƴŘŜ ƛƭ ƴƻƳŜ Řƛ ŦǳƴȊƛƻƴŜ ǇǊƛƴŎƛǇŀƭŜ Řƛ IŀƳƛƭǘƻƴΣ Ŝ ǘǊƻǾŀǊƴŜ ƭΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ ŎƻǊǊƛǎǇƻƴŘŜ ŀ ǊƛǎƻƭǾŜǊŜ ƛƭ 

problema del moto. 

Conviene scegliere la funzione generatrice S come funzione della vecchia coordinata generalizzata e del 

nuovo momento, Ὓ= Ὓ(ʃ,ὴɡ) in modo i vecchi momenti possano essere rappresentati come  

ὴʃ=
‬Ὓ

‬ʃ
 

La [HJ3] diventa, allora:  

꞊ ʃ,
‬Ὓ

‬ʃ
+
‬Ὓ

‬ὸ
= 0         [HJ4] 
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ŎƘŜ ŝ ƴƻǘŀ ŎƻƳŜ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Řƛ IŀƳƛƭǘƻƴ-Jacobi per la funzione caratteristica S. Se sostituiamo 

ƭΩŜǎǇǊŜǎǎƛƻƴŜ ŘŜƭƭΩIŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ ŘŜƭƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ ŀǊƳƻƴƛŎƻ (per piccole oscillazioni) si ottiene: 

1

2άὰ2
‬Ὓ

‬ʃ

2

+
άὫὰ

2
—2 +

‬Ὓ

‬ὸ
= 0          [HJ5] 

Possiamo cercare una soluzione per S nella forma Ὓʃ,ὴɡ0
,ὸ= ὡ ʃ,ὴɡ0

ὴɡ0
ὸ con ὴɡ0

 costante di 

integrazione che può essere scelta come nuovo momento (che per quanto detto deve essere costante), dal 

ƳƻƳŜƴǘƻ ŎƘŜ ƭŀ ŘƛǇŜƴŘŜƴȊŀ ŜǎǇƭƛŎƛǘŀ Řŀƭ ǘŜƳǇƻ ŝ ŎƻƴǘŜƴǳǘŀ ǎƻƭƻ ƴŜƭƭΩǳƭǘƛƳŀ ŘŜǊƛǾŀǘŀ ǇŀǊȊƛŀƭŜΦ {ƻǎǘƛǘǳŜƴŘƻ 

nella [HJ5] si ottiene: 

1

2άὰ2
‬ὡ

‬ʃ

2

+
άὫὰ

2
—2 = ὴɡ0

 

Integrando per W e tornando ad S si ottiene: 

Ὓ= 2άὰ2ὴɡ0
ά2Ὣὰ3—2 ὴɡ0

ὸὨ— 

Dal momento che la trasformazione canonica che abbiamo scelto è del tipo Ὓ= Ὓ(ʃ,ὴɡ), la nuova 

coordinata  Q0 costante si può ricavare da: 

ɡ0 =
‬Ὓ

‬ὴɡ
=
‬Ὓ

‬ὴɡ0

=
2άὰ2

2άὰ2ὴɡ0
ά2Ὣὰ3—2

Ὠ— ὸ      [HJ6] 

ovvero: 

ὸ+ ɡ0 =
l

g

1

2
άὫὰ
ὴɡ0

—2

Ὠ— 

e integrando si ottiene: 

ὸ+ ɡ0 =
l

g
arccos

άὫὰ

2ɡ0
— 

LƴŦƛƴŜΣ ƻǘǘŜƴƛŀƳƻ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ del pendolo semplice in condizioni armoniche: 

—=
άὫὰ

2ɡ0
cos

Ὣ

ὰ
ὸ+ ɡ0       [HJ7] 

con in evidenza la ben nota pulsazione del moto armonico 
Ὣ

ὰ
. 
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11.  Dissipazione 

[ΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ del pendolo ŝ ǎǘŀǘŀ ǊƛŎŀǾŀǘŀ ƴŜƭƭΩƛǇƻǘŜǎƛ ǎŜƳǇƭƛŦƛŎŀǘƛǾŀ Řƛ ŀǎǎŜƴȊŀ Řƛ ŦƻǊȊŜ ŘƛǎǎƛǇŀtive. 

Questo schema non risulta però funzionale nei casi in cui la massa non possa considerarsi puntiforme o 

ƭΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ ƴƻƴ ŀǾǾŜƴƎŀ ƴŜƭ ǾǳƻǘƻΦ Lƴ ǉǳŜǎǘƛ Ŏŀǎƛ ƻŎŎƻǊǊŜ ƳƻŘƛŦƛŎŀǊŜ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Řƛ [ŀƎǊŀƴƎŜ del sistema 

per accogliere le forze non conservative in gioco. 

Se la forza che causa la perdita di energia è una funzione lineare della velocità della coordinata 

generalizzata q, essa può essere derivata da un potenziale generalizzato nella forma: 

 — =
1

2
–—2         [DI1] 

Il parametro – è definito positivo e reca fisicamente ǳƴΩƛƴŦƻǊƳŀȊƛƻƴŜ ǎǳƭ fattore di forma del corpo in 

oscillazione e sul mezzo materiale in cui il moto avviene. 

9Ω ŜǾƛŘŜƴǘŜ ŎƘŜ ƛƭ ǎƛǎǘŜƳŀ ƴƻƴ ǇǳƼ ǇƛǴ ŎƻƴǎŜǊǾŀǊŜ ƭŀ ǎǳŀ ŜƴŜǊƎƛŀ ǘƻǘŀƭŜ Řŀƭ ƳƻƳŜƴǘƻ ŎƘŜΣ Řŀƭ ǘŜƻǊŜƳŀ 

dellΩŜƴŜǊƎƛŀ ŎƛƴŜǘƛŎŀ si ha: 

Ὠὑ

Ὠὸ
=
ὨὟ

Ὠὸ

Ὠ —

Ὠ—
—ᵼ

Ὠὑ Ὗ

Ὠὸ
=
Ὠ —

Ὠ—
—ᵼ

ὨὉ

Ὠὸ
= –—2 0        [DI2] 

   

Le equazioni di Lagrange ora diventano: 

Ὠ

Ὠὸ

‬fl

‬—

‬fl

‬—
=
Ὠ —

Ὠ—
      [DI3] 

in cui — assume il significato di potenziale generalizzato dal momento che da esso si generano forze di 

natura non conservativa, mentre 
Ὠ —

Ὠ—
 rappresenta proprio queste forze generalizzate che inizialmente 

abbiamo espulso dalla definizione della lagrangiana del sistema. 

[ΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ ora diventa: 

άὰ2—+ Ὤ—+ άὫὰsin—= 0    [DI4] 

Per le considerazioni che seguono, limitiamoci a considerare le piccole oscillazioni attorno al centro di 

equilibrio stabile: 

άὰ2—+ Ὤ—+ άὫὰ—= 0     [DI5] 

o anche: 

—+ 2ὦ—+ =—‫2 0    [DI6] 

dove si sono introdotte due costanti di comodo: 

2ὦ=
Ὤ

άὰ2
 rappresentativa del termine di viscosità e ‫2 =

Ὣ

ὰ
 che invece rappresenta il quadrato della 

pulsazione delle piccole oscillazioni. 



Gianluca Lovino 
Il pendolo: fisica di un sistema (non) semplice 

28 

 
[ΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƎŜƴŜǊŀƭŜ ŘŜƭƭŀ ώ5L6] si cerca come sovrapposizione di funzioni esponenziali: 

—ὸ= ὃὩ‗1ὸ+ ὄὩ‗2ὸ 

con ‗1/ 2 ǎƻƭǳȊƛƻƴƛ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ Ŏaratteristica associata alla [DI6] e A e B costanti di integrazione. 

/ƻƴǎƛŘŜǊƛŀƳƻΣ ǉǳƛƴŘƛ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛǎǘƛŎŀ ‗2 + 2ὦ‗+ ‫2 = 0   

Essa ha soluzioni in ᴇ date da: ‗1/ 2 = ὦ± Ѝὦ2 ‫2 

Distinguiamo quindi tre casi, a secondŀ ŘŜƭ ǾŀƭƻǊŜ ŘŜƭ ŘƛǎŎǊƛƳƛƴŀƴǘŜ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜΦ 

¶ termine oscillatorio più grande del termine di viscosità ὦ2 ‫2 < 0 

[Ŝ ǎƻƭǳȊƛƻƴƛ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛǎǘƛŎŀ ǎƛ ǊƛǎŎǊƛǾƻƴƻ ǇƛǴ ŎƻƴǾŜƴƛŜƴǘŜƳŜƴǘŜ ƴŜƭƭŀ ŦƻǊƳŀΥ 

‗1/ 2 = ὦ± Ὥ‫2 ὦ2 

e generano ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƎŜƴŜǊŀƭŜ ŘŜƭƭŀ ώ5L6]: 

—ὸ= Ὡὦὸ ὃὩὭЍ‫
2 ὦ2ὸ+ ὄὩὭЍ‫

2 ὦ2ὸ  

Ipotizzando che le condizioni al contorno siano: 

—0 = —0

—0 = —0

        [DI7] 

si ottiene ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƎŜƴŜǊŀƭŜ si riscrive come: 

—ὸ= ὃὩὦὸcos ‫2 ὦ2  ὸ

+ •       [DI8] 

dove ὃ= —0
2 +

—0+ὦ—0
2

‫2 ὦ2  

 

e    tan•=
—0+ὦ—0

—0Ѝ‫
2 ὦ2

  

In questo caso la presenza delle forze di 

attrito non impedisce al pendolo di compiere 

alcune oscillazioni con pulsazione 

Ѝ‫2 ὦ2 che però diventano sempre più 

piccole in ampiezza fino a spegnersi 

ŎƻƳǇƭŜǘŀƳŜƴǘŜ όƭΩŀƳǇƛŜȊȊŀ ŝ ƳƻŘǳƭŀǘŀ 

da Ὡὦὸ). Il moto viene per questo chiamato 

oscillatorio smorzato. Figura 7: Moto oscillatorio smorzato 
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¶ Termine di viscosità maggiore del termine oscillatorio ὦ2 ‫2 > 0 

Lƴ ǉǳŜǎǘƻ Ŏŀǎƻ ƭŜ ŘǳŜ ǎƻƭǳȊƛƻƴƛ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛǎǘƛŎŀ ǎƻƴƻ ǊŜŀƭƛ Ŝ ŘƛǎǘƛƴǘŜ  

‗1/ 2 = ὦ± ‫2 ὦ2 

[ΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƎŜƴŜǊŀƭŜ ŀǎǎǳƳŜ ƭŀ ŦƻǊƳŀΥ 

—ὸ= Ὡὦὸ ὃὩЍὦ
2 +‫2ὸ ὄὩЍὦ

2 ‫2ὸ       [DI9] 

Imponendo le condizioni al contorno [MF9] le costanti di integrazione ŎƘŜ ŦƛƎǳǊŀƴƻ ƴŜƭƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƎŜƴŜǊŀƭŜ 

diventano: 

dove ὃ=
1

2
—0 +

—0+ὦ—0

Ѝὦ2 ‫2
 

e  ὄ=
1

2
—0

—0+ὦ—0

Ѝὦ2 ‫2
  

 

Figura 8: Moto aperiodico 

Lƴ ǉǳŜǎǘƻ Ŏŀǎƻ ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ ƎŜƴŜǊŀƭŜ ǎƛ ǇǊŜǎŜƴǘŀ ŎƻƳŜ ŎƻƳǇƻǎƛȊƛƻƴŜ Řƛ ŜǎǇƻƴŜƴȊƛŀƭƛ ŎƘŜ ǘŜƴŘƻƴƻ 

rapidamente a zero per ὸO Њ senza che il pendolo Ǉƻǎǎŀ ŜŦŦŜǘǘƛǾŀƳŜƴǘŜ ŎƻƳǇƛŜǊŜ ǳƴΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻne. A 

partire dalla posizione iniziale il pendolo —0 evolve direttamente verso la posizione di equilibrio stabile 

—= 0, pertanto il moto viene denominato aperiodico. 

¶ I termini di oscillazione e di viscosità si bilanciano: ὦ2 ‫2 = 0 

Lƴ ǉǳŜǎǘƻ Ŏŀǎƻ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŎŀǊŀǘǘŜǊƛǎǘƛŎŀ Ƙŀ ǳƴŀ ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ŘƻǇǇƛŀ ƛƴ ‗1/ 2 = ὦΣ ǇŜǊǘŀƴǘƻ ƭΩƛƴǘŜƎǊŀƭŜ 

ƎŜƴŜǊŀƭŜ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ va rappresentato nella forma: 

—ὸ= ὃ+ ὄὸὩὦὸ 
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Imponendo le condizioni iniziali, le costanti di integrazione diventano: 

ὃ= —0    

ὄ= —0 + ὦ—0  

Questo moto viene denominato 

critico dal momento che la 

tendenza verso la posizione 

—= 0 avviene più rapidamente 

rispetto al caso aperiodico. 

Notiamo che se le costanti di 

integrazione hanno segno 

opposto, esiste effettivamente 

un istante di tempo in cui il 

pendolo può passare dalla 

posizione —= 0 prima di 

fermarsi completamente. 

 

 

 

  

Figura 9: Moto critico (con A e B discordi) 
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12.  Analisi qualitativa 

Un maggiore approfondimento delle proprietà formali del pendolo semplice si può ottenere analizzandone 

ǉǳŀƭƛǘŀǘƛǾŀƳŜƴǘŜ ƛƭ ƳƻǘƻΦ /ƻƳŜ ǎƛ ŝ ǾƛǎǘƻΣ ƭŀ ƴƻƴ ƭƛƴŜŀǊƛǘŁ ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘƛŦŦŜǊŜƴȊƛŀƭŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ ƴŜ ǊŜƴŘŜ 

estremamente difficile la soluzione e naturalmente impossibile scriverne la forma analitica. 

[Ωŀƴŀƭƛǎƛ ǉǳŀƭƛtativa del moto tramite il diagramma di fase del pendolo permette di mettere in evidenza 

alcune caratteristiche meccaniche rilevanti senza che sia necessario integrare le equazioni del moto. 

tŀǊǘƛŀƳƻ ŘŀƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŘŜƭ Ƴƻǘƻ: 

—=
Ὣ

ὰ
sin—    [AQ1] 

Questa è un prototipo di equazione differenziale del moto di un sistema con un solo grado di libertà 

soggetto a vincoli e forze attive indipendenti dal tempo. La sua soluzione equivale a risolvere il sistema: 

—= ώ

ώ= •(—,ώ)

              [AQ2] 

Se assegniamo le condizioni al contorno e integriamo il sistema [AQ2] otteniamo la soluzione: 

—= —ὸ

ώ= ώὸ
         [AQ3] 

che rappresentano la forma parametrica di una traiettoria di fase nel piano (q,y); ad ogni condizione al 

contorno corrisponde una particolare curva nello spazio delle fasi. 

bŀǘǳǊŀƭƳŜƴǘŜ ǇŜǊ ŘŜǘŜǊƳƛƴŀǊŜ ƭŜ ǘǊŀƛŜǘǘƻǊƛŜ Řƛ ŦŀǎŜ ƻŎŎƻǊǊŜǊŜōōŜ ƛƴǘŜƎǊŀǊŜ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ώ!Q1] o 

equivalentemente il sistema [AQ2] e dunque sembrerebbe che questo approccio non porti alcun 

sostanziale vantaggio formale.  

Al contrario è possibile ricavare informazioni sul moto del pendolo senza integrare le equazioni del moto. La 

chiave per accedere a questa procedura sta nel sistema [AQнϐ Ŝ ƴŜƭƭŀ ǇƻǎǎƛōƛƭƛǘŁ Řƛ ǎŎǊƛǾŜǊŜ ǳƴΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ 

differenziale per la funzione y(x) privata della dipendenza temporale. In questo modo, ogni informazione su 

y(x) si può ottenere ignorando compƭŜǘŀƳŜƴǘŜ ƭΩŜǾƻƭǳȊƛƻƴŜ ǘŜƳǇƻǊŀƭŜ ŘŜƭ ǎƛǎǘŜƳŀΦ 

Infatti: ώ=
Ὠώ

Ὠὸ
=
Ὠώ

Ὠ—
ɇ
Ὠ—

Ὠὸ
=
Ὠώ

Ὠ—
ɇ—ᵼ

Ὠώ

Ὠ—
=
ώ

—
 

dunque 

Ὠώ

Ὠ—
=

1

—
•—      — 0            [AQ4] 

La [AQ4] è nota come equazione delle curve integrali e la sua soluzione fornisce curve a più rami che 

rappresentano le traiettorie di fase distinte per ciascuna possibile condizione iniziale. 
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Il risultato interessante è che per un sistema come il pendolo semplice soggetto ad una sola forza attiva 

ŎƻƴǎŜǊǾŀǘƛǾŀΣ ƭŜ ŎǳǊǾŜ ƛƴǘŜƎǊŀƭƛ ǎƻƴƻ ƭŜ ŎǳǊǾŜ Řƛ ƭƛǾŜƭƭƻ ŘŜƭƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ƳŜŎŎŀƴƛŎŀ. Infatti, la sua hamiltoniana è 

꞊ =
ὴ—

2

2άὰ2
+ άὫὰ1 cos— ḳὉ 

Ŝ ŎƻƳŜ ǎƛ ŝ ŘŜǘǘƻ ŎƻƛƴŎƛŘŜ Ŏƻƴ ƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ƳŜŎŎŀƴƛŎŀ del sistema. 

Ricordando che si è posto —= ώ  ƭΩƘŀƳƛƭǘƻƴƛŀƴŀ si riscrive nella forma: 

1

2
άὰ2ώ2 + άὫὰ1 cos— = Ὁ 

da cui 

ώ— = ±
2

άὰ2
Ὁ άὫὰ1 cos—       [AQ5] 

Gli stati fisicamente ammessi e rappresentabili nello spazio delle fasi derivano da alcune considerazioni 

sulla realtà del radicando della ώ—. 

{Ŝ ƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ƳŜŎŎŀƴƛŎŀ è Ὁ< 2άὫὰΣ ŀŦŦƛƴŎƘŞ ƛƭ ǊŀŘƛŎŀƴŘƻ ǎƛŀ ǊŜŀƭŜ ƭΩŀƴƎƻƭƻ q deve limitarsi a quei valori per 

i quali ȿ—ȿ —ᴂ con  cos—ᴂ=
Ὁ άὫὰ

άὫὰ
. 

Questo significa che non tutte le posizioni angolari sono permesse e che il pendolo deve oscillare con moto 

periodico tra gli angoli —ᴂ e —ᴂ. Tale moto è detto librazione ed è caratterizzato dal fatto che sia la 

coordinata generalizzata — che la sua velocità generalizzata — sono funzioni periodiche del tempo con la 

stessa frequenza. La corrispondente curva nel diagramma delle fasi è una curva chiusa. 

Per piccole oscillazioni la [AQ6] diventa: ώ— = ±
2

άὰ2
Ὁ άὫὰ+ άὫὰ

—2

2
 che quadrando e riordinando 

si può porre nella forma: 

—2

2 Ὁ+ άὫὰ
άὫὰ

+
ώ2

2 Ὁ+ άὫὰ
άὰ2

= 1 

ŎƘŜ ŝ ƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜ ŎŀƴƻƴƛŎŀ Řƛ ǳƴ ŜƭƭƛǎǎŜ Ŏƻƴ ŎŜƴǘǊƻ ƴŜƭƭΩƻǊƛƎƛƴŜΦ ¢ŀƭŜ Ǌƛǎǳƭǘŀǘƻ è atteso, dal momento che le 

ŎǳǊǾŜ ƛƴǘŜƎǊŀƭƛ ǇŜǊ ƭΩƻǎŎƛƭƭŀǘƻǊŜ ŀǊƳƻƴƛŎƻ semplice sono necessariamente degli ellissi. Dunque le curve di 

librazione tendono a degenerare in ellissi per angoli ragionevolmente piccoli (ovvero neƭƭΩƛƴǘƻǊƴƻ ŘŜƭ ŎŜƴǘǊƻ 

stabile). 
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{Ŝ ƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ƳŜŎŎŀƴƛŎŀ è Ὁ> 2άὫὰ allora nessun angolo q comporta la perdita di realtà del radicando della 

[AQ5] e tutte le posizioni angolari diventano possibili. Ciò accade quando la componente cinetica 

ŘŜƭƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ŝ ǎǳŦŦƛŎƛŜƴǘŜ ŀƭ Ǉǳƴǘƻ ƳŀǘŜǊƛŀƭŜ ǇŜǊ ŀǊǊƛǾŀǊŜ ŜŘ ƻƭǘǊŜǇŀǎǎŀǊŜ ǇŜǊ ƭŀ ǇƻǎƛȊƛƻƴŜ q=p. In tal caso il 

moto avviene senza che la funzione q sia periodica, sebbene nello spazio delle fasi la corrispondente curva 

integrale resta invariata per incrementi di 2p di q. Questo moto viene denominato rotazione. 

Nel limite per Ὁ= 2άὫὰ si ottengono le curve separatrici    ώ— = ± 2
Ὣ

ὰ
1 cos— = ±

Ὣ

ὰ
cos

—

2
. 

Esse fungono da separazione tra gli stati di oscillazione e di rotazione del pendolo e rappresentano 

ŦƛǎƛŎŀƳŜƴǘŜ ƭΩƻǎŎƛƭƭŀȊƛƻƴŜ ǾŜǊǎƻ ƛƭ Ǉǳƴǘƻ Řƛ ŜǉǳƛƭƛōǊƛƻ stabile a partire da quello instabile in un tempo 

infinitamente lungo. Infatti, la soluzione di questa equazione si può rappresentare nella forma: 

secώὸ= cosh +‫ὸ ‪  

con ‪ da determinare con le condizioni al contorno e =‫
Ὣ

ὰ
 

da cui si evince che —ᴼ“ᵾ ὸ Њ. 

Esistono 2 tipi di punti singolari (—= ώ= 0 ) nello spazio delle fasi del pendolo semplice. Per individuarli 

studiamo gli estremanti della funzione Ὗ—. 

Da Ὗ— = άὫὰ1 cos— consegue: 

Ὗ— = άὫὰsin— 

Ὗ— = άὫὰcos— 

Gli estremanti di Ὗ— sono gli angoli —= Ὧ“. 

In essi la derivata seconda assume i valori: ὟὯ“ = 1 kάὫὰ 

Pertanto, tutte le posizioni angolari —= 2Ὧ“ ǎƻƴƻ Ǉǳƴǘƛ Řƛ ƳƛƴƛƳƻ ŘŜƭƭΩŜƴŜǊƎƛŀ ǇƻǘŜƴȊƛŀƭŜ e sono pertanto 

punti di equilibrio stabile. Ovvero, allontanando di poco il punto materiale dalla posizione di equilibrio, esso 

vi fa ritorno compiendo attorno ad esso un moto oscillatorio armonico. 

Figura 10: Diagramma di fase del pendolo in assenza di attriti 


